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Objetivos Generalesy Especificos

Objetivos Generales

Introducir a los interesados en e procesamiento de sefiales e imagenes a una
herramienta matematica de gran utilidad y muy poco conocida como es el caso dela
Teoriade Wavelets.

Desarrollar una aplicacion que sea capaz de reducir e nivel de ruido eléctrico en

sefial es que se encuentre basada en la Teoria de Wavelets.

Obj etivos Especificos

Respaldar de manera conceptual y matemética la Teoria de Wavelets, presentando

todos los principios y parametros que larigen.

Demostrar el por qué para ciertos tipos de aplicaciones la Transformada de

Wavelets presenta un mejor desempefio que la Transformada de Fourier.

Describir la utilizacion de la Teoria de Wavel ets en el proceso de reduccién de ruido

sobre sefiales generadas artificialmente a través de software.

Presentar tres algoritmos que se fundamentan en la Teoria de Wavelets para llevar a

cabo €l proceso de reduccion de ruido en sefiaes.

Desarrollar las rutinas necesarias en MATLAB® que sean capaces de simular €
comportamiento de los diferentes algoritmos de reduccion de ruido basados en
Wavelets.

Respaldar a través de graficos y tablas de datos, € andlisis comparativo de los
diferentes algoritmos de reduccion de ruido que se implementaran en MATLAB®.



Objetivos Generalesy Especificos

» Describir las bases para € disefio de los diversos algoritmos que son necesarios en
la implementacion computacional de la aplicacion en reduccion de ruido de la

Teoriade Wavelets.
» Disefiar y desarrollar una aplicacién amigable al usuario que sea capaz de simular €

comportamiento de los Wavelets en el proceso de reduccién de ruido y que se

encuentre basada en Visual Basic 6.0 como lenguaje de programacion.
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Introduccion

| ntroduccion

A raiz de la acelerada expansion de las tecnologias de informacion y sistemas de
comunicacion de hoy en dia, surge la necesidad de conocer herramientas gue nos garanticen
obtener la informacién que estos sistemas procesan con la mayor certeza de que dicha

informacion sea recibida libre de errores.

Debido a que, sin importar el medio de transmision a través del cua se propaguen los
mensgjes (sefiaes), estos siempre se ven afectados por perturbaciones eléctricas de
naturaleza interna y externa. Fendmenos que a final son los responsables de la corrupcion
de los datos que son recibidos. Teniendo esto en mente es importante desarrollar sistemas

gue busguen el disminuir e impacto de dichas perturbaciones.

Es por €ello que en € presente estudio se presentara una teoria alternativa y poco conocida
(si es comparada con € Andlisis de Fourier) en e desarrollo de filtros para reduccién de
ruido en sefiales eléctricas. La teoria a la cual nos referimos es la Teoria de Wavelets, la
cual como se demostrara en los siguientes capitulos corrige algunas limitantes con las que
cuentala Teoriade Fourier.

Asi es como en el Capitulo 1 nos introducimos de forma muy general a andlisis de sefiales
definiendo la tan ampliamente utilizada Teoria de Fourier, en e cual se definen sus
propiedades, aplicaciones y limitantes. Limitantes que radican primordialmente en la
incapacidad de la Teoria de Fourier ante las representaciones tiempo-frecuencia debido al
principio de indeterminacion de Heisenberg. Se estudia ademas la Transformada de Gabor
o Transformada de Fourier de Periodo Corto; la cual corrige parcialmente las deficiencias

de la Transformada de Fourier cléasica

Luego en el Capitulo 2, se introduce al lector en e mundo de la teoria de Wavelets, desde
los antecedentes histéricos que dieron origen a dicha teoria hasta los fundamentos
matematicos que la respaldan son expuestos en este capitulo. El andlisis Multi-resolucion,
base sobre la cual se fundamenta el estudio de Wavelets, debido a la capacidad del mismo

10



Introduccion

de obtener muy buenas representaciones tiempo-frecuencia 'y sin contradecir el principio de

indeterminacién de Heisenberg, también se estudia aquii.

Luego, en el Capitulo 3 se lleva a la practica una de las principales aplicaciones de los
Wavelets, la reduccion de ruido, definiendo algoritmos que se encargan de llevar a cabo
con muy buenos resultados esta tarea, tal y como se podra observar en e andlisis de
resultados y en €l apéndice B. Se desarrollan ademas los agoritmos necesarios, haciendo
uso de MATLAB®, para conseguir lareduccion del ruido en las sefiales de prueba que son
generadas dentro de la misma aplicacion, dichos algoritmos se encuentran plasmados por

completo en e apéndice A.

Luego de comparar los resultados de desempefio de los diferentes algoritmos de reduccién
de ruido basados en Wavelets, se selecciond aquel que presentd los mejores resultados, €
cual es implementado en una aplicacion desarrollada en Visual Basic 6.0 en laformade un
sistema que simula e comportamiento de la Teoria de Wavelets para la reduccion de ruido
eléctrico en sefiades. Esto es expuesto en € Capitulo 4. En este mismo capitulo de describe

la plataforma de simulacién y se demuestra su comportamiento.

Finalmente, se presentan las conclusiones, que segun el criterio del autor validan la
importancia de prestar atencion a la Teoria de Wavelets y desarrollar una investigacion a
este respecto. Asi como también se presentan un par de recomendaciones para trabgo
futuro y seguir de esta manera encontrando nuevas aplicaciones de esta potente herramienta

mateméatica.
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Capitulo 1. Fundamentos del Analisisde Sefiales

Capitulo |

Fundamentos del analisis de sefales

1.1 Introduccion

El presente capitulo tiene el objetivo primordial de presentar una vision generalizada de los
conceptos basicos en el andlisis de sefiales y en particular de aquellos que servirdn como
antecedentes para fundamentar la teoria de Wavelets, la cual es la columna vertebral del

presente documento.

En un primer momento se define y establece la teoria de la Transformada de Fourier, que
aun siendo la transformada de mas amplio uso en el procesamiento de senales, se
demostrara que para casos muy puntuales no es la técnica méas adecuada, sin que ello reste

la importancia y potencia de la misma.

Con la finalidad de corregir las desventajas o deficiencias que presenta la Transformada de
Fourier en el andlisis de sefales no estacionarias, se desarrolla la Transformada Répida de
Fourier (STFT) 6 Transformada de Gabor, de la cual también se hard un breve repaso en
este capitulo, y se demostrara su empleo en las representaciones tiempo-frecuencia de
sefiales no estacionarias. La total comprension de la STFT por parte del lector es de vital
importancia para la posterior comprension de la Transformada Wavelet, ya que esta Gltima
fue desarrollada como una alternativa para resolver algunos problemas que presenta la

STFT.
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Capitulo 1. Fundamentos del Analisisde Sefiales

1.2 La Transformada de Fourier

Un proceso fisico puede ser descrito en el dominio del tiempo mediante valores
representados por una cantidad como funcion del tiempo. También es posible describir el
mismo proceso en el dominio de la frecuencia mediante una serie de amplitudes
representadas como funcion de la frecuencia. La transformada de Fourier como veremos a
continuacion es una herramienta con la capacidad de representar este tipo de procesos, o
cualquier otro, tanto en el dominio del tiempo como en el dominio de la frecuencia. Esto
hace que la Transformada de Fourier sea ampliamente utilizada en aplicaciones en el

campo de la ciencia e ingenieria.

En esencia, la Transformada de Fourier descompone o expande una sefial en senos y
cosenos de diferentes frecuencias, cuya suma corresponde a la sefial original, es decir, es
capaz de distinguir las diferentes componentes de frecuencia de la sefial, y sus respectivas
amplitudes. Ahora bien, desde el punto de vista matematico, la transformada de Fourier de

una funcién del tiempo f(?) queda definida por la ecuacion 1.1:

Fl@)= [ F()ed (a1

y la transformada inversa de Fourier definida por la ecuacion 1.2:

£0)= [Fle)e 7 de (12)

En la ecuacién 1.1 se observa que la sefial de interés f{z), es multiplicada por un término
sinusoidal de frecuencia @ = 2zf. De lo cual se concluye que si la sefial tiene una alta
componente de frecuencia f entonces el producto de la sefial y del término sinusoidal es
relativamente grande, lo cual indica que la sefial f{z) presenta una fuerte componente de
frecuencia f. Sin embargo, si la sefial no tiene una componente de frecuencia f dicho

producto tiende a cero.

13



Capitulo 1. Fundamentos del Analisisde Sefiales

Ademas, vale la pena hacer notar que la informacidon proporcionada por la integral
corresponde a todos los instantes de tiempo, ya que el intervalo de integracion esta
comprendido entre -0 y +oo, lo cual implica que no importa el instante de tiempo en el que
aparece la componente de frecuencia f porque no afectara el resultado de la integracion.
Por lo tanto, la Transformada de Fourier solamente es capaz de entregar informacion de la

existencia o no de ciertas componentes de frecuencia.

De acuerdo a lo que se puede observar a partir de la pareja de ecuaciones de la
transformada de Fourier (ecuaciones 1.1 y 1.2), con ellas se puede obtener una
representacion en el dominio de la frecuencia de una sefial que se encuentra originalmente
en el dominio del tiempo. La relacion existente entre la representacion de la sefial original a
través de funciones sinusoidales y la exponencial que se expresan en las ecuaciones (1.1) y

(1.2) proviene de la definicion de la identidad de Euler mostrada en la ecuacién 1.3..
e/ = Cos(aI)+ jSen(aI) (1.3)
e/ = Cos(ax) - jSen(ax)

A partir de esta funcion exponencial es posible formular un conjunto de funciones

ortogonales del tipo:
{ej"“’ n=0,+1+ 2,..}

Sobre un intervalo {to, to+T}, y por lo tanto podemos descomponer o expandir la sefial

original (en el dominio del tiempo) segin se detalla en las ecuaciones 1.4 y 1.5.

fe)=Fy + Fe /™ + Fe™® + .+ F e/ + Fe/* + ... (1.4)

flt)=> Fem (1.5)

Dichas funciones exponenciales pueden ser referenciadas como las funciones base de la
Transformada de Fourier, y debido a su propiedad de ortogonalidad, es posible obtener los
coeficientes F, como términos de semejanza entre la funcion original y la funcién

exponencial, tal y como se detalla en las ecuaciones 1.6 y 1.7 a continuacion:

14



Capitulo 1. Fundamentos del Analisisde Sefiales

Aunque matematicamente la funcién exponencial resulta mas facil de manipular,

-
T

[ f(e)e a

n " gg+T
inad _—jnak
Ie’" e " dt

)

to+T

[ f(e)e ar

(1.6)

(1.7)

generalmente se suele trabajar con las funciones seno y coseno, ya que desde un punto de

vista fisico, resulta mas facil comprender el paso de la sefial del dominio del tiempo al

dominio de la frecuencia y en forma inversa. Por lo tanto, es posible realizar una

transformacion de la ecuacion (1.5) a la forma expresada en la ecuacion 1.8.

O
a}’l = Re[Fl’l ]
b}’l = Im[Fn]

f(t) = %’ + Z{anCos(naI) + bnSen(naI}

(1.8)

A partir de la ecuacion 1.8 se puede decir que la funcion en el dominio del tiempo ha sido

representada como una combinacion lineal de todas las componentes de frecuencia

presentes en la senal f{z), donde los coeficientes a, y b, representan la cantidad de energia

que aporta cada componente de frecuencia a la sefial original, tal y como se puede observar

en la figura 1.1.

()

(a) Serial original; (b) Descomposicion en series de Fourier
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Muchos de los fendmenos fisicos pueden describirse mediante una sefial en el dominio del
tiempo, es decir, una de las variables es el tiempo (variable independiente) y la otra la
amplitud (variable dependiente). Cuando se representa graficamente dicha sefial se obtiene
una funcion tiempo-amplitud. Sin embargo, la informacion que se puede obtener
directamente de esta representacion no siempre es la mas apropiada, puesto que la
informacion que caracteriza a la sefial, en muchos casos, puede observarse mas claramente
en el dominio de la frecuencia, es decir, mediante un espectro que muestre las frecuencias
existentes en la sefial. Por lo tanto, para una mejor representacion de la sefial se hace
necesario disponer de su representacion en el domino del tiempo y de la frecuencia de

forma simultanea.

En la figura 1.2 se pueden observar dos sefiales en el dominio del tiempo. Para determinar
el espectro de frecuencia de cada una de estas sefiales, se puede hacer uso de la
Transformada de Fourier, tal y como se menciond anteriormente dicha transformada parte
de una representacion en el dominio del tiempo de la sefial y obtiene la representacion en
frecuencias de la misma; si se representara esto graficamente, en un eje se mostraria la
frecuencia y en el otro la amplitud. Asi pues, las sefales que se observan en la figura 1.2

presentan una sola componente de frecuencia, 5 Hz y 10 Hz respectivamente.

Sefial de 5 Hz

0 100 200 300 400 2500 2 BOO /00 800 SO0 1000
Tiempo [ms]
Seiial de 10 Hz

0 100 200 300 400 S00  BOO YOO 800 900 1000
Tiempo [ms]

Fig. 1.2: Seiiales senoidales de 5 y 10Hz.
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En la figura 1.3 se muestra una sefal sinusoidal con una frecuencia de 50 Hz, a la que se le
aplica la transformada de Fourier, representada por el espectro de frecuencias de dicha
figura; en la cual se aprecia perfectamente que a lo largo de todo el espectro de frecuencias
solamente existe una componente frecuencial de 50 Hz.

Sefial de 50 Hz

: AR A AR
R L

I I I | I I I
1 oo 200 300 400 A00  BOO 700 300 S00 1000

Tiempo [ms]

Espectro de frecuencias de la sefial de 50 Hz

150 r T T ) T
[ SO e N R [ B— '
T SRR TR RN EERRRReE :

0 ] ]

0 100 150

Frecuencia [Hz]

150 : : : : : :
100
50

0

0 20 40 B0 a0 100 120

Fracuencia [Hz]

Fig. 1.3: Senial de 50Hz y su Transformada de Fourier

Del espectro de frecuencias mostrado en la figura 1.3 es importante hacer notar que es
simétrico y por lo tanto la segunda mitad del espectro es redundante. Ademas, también es
de hacer notar que a través de la Transformada de Fourier se obtiene la frecuencia de la
sefal, pero no indica el instante de tiempo en el que aparece, esta informacion no es
necesaria cuando la sefial es estacionaria, sin embargo es de crucial importancia al analizar
sefales no estacionarias. Mas adelante en la seccion 1.2.2 se profundizara en estos dos

diferentes tipos de sefiales.
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1.2.1 Propiedadesdela Transformada de Fourier [7]

Con el fin de descubrir lo que ocurre en un dominio cuando en el otro se efectlia una

operacion elemental sobre la funcidn, se han desarrollado una serie de propiedades de la

transformada de Fourier para facilitar el analisis. Dichas propiedades se presentan en esta

seccion de una manera general.

Linealidad (superposicion). La transformacion de Fourier es una operacion lineal
basada en las propiedades de la integracion, por lo que puede aplicarse la

superposicion descrita en la ecuacion 1.9.

alfl(t) ta,f, (t) < alFl(a‘) +a,k (C‘—) (1.9)

Escalamiento en el tiempo. La expansion/compresion de una onda en el tiempo,

afecta su espectro de frecuencias, tal y como lo describe la ecuacion 1.10.

flat) = IF(wj (1.10)

Escalamiento en frecuencia. Esta propiedad es la reciproca a la que se describe en
la ecuacion 1.10.

21‘[2) = Flbw) (1.11)

Desplazamiento en el tiempo (retraso). Si una sefal f{?) se retrasa en el tiempo en
ty, su espectro no se altera, y a cada componente de frecuencia se le agrega una fase
negativa (-wty).

fle=t5) = Fla)e’™ (12

Desplazamiento en frecuencia (modulacién). Al multiplicar una sefial por una
funcion armoénica (seno o coseno) se provoca un desplazamiento del espectro en
frecuencia, a este proceso se le conoce como modulacion. Es de hacer notar que
durante la modulacion una mitad del espectro se mueve a frecuencias mas altas y la

otra a frecuencias menores.
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1 - Flo-a) a1

Teorema de Convolucion. La convolucion en el dominio del tiempo corresponde a

la multiplicacion en el dominio de la frecuencia.

70 3H() = 7l -rir
1)) = Fle)H ()

(1.14)

Teorema dela Correlacion. La ecuacion 1.15 describe el nivel de semejanza entre

una sefial f{z) con otra sefial comparadas con un corrimiento relativo.

Corr f,h)=_]° Fle+ e

Corr(f,h) = F(w)Hw)

(1.15)

Teorema de Parseval. Este establece que la energia de la sefial es siempre la
misma sin depender si se encuentra en el dominio del tiempo o en el dominio de la

frecuencia.

E=[f(e)dt= [ F(w) dw (1.16)

1.2.2 Limitacionesdela Transformada de Fourier

A pesar de la enorme utilidad y amplio campo de aplicacion de la Transformada de Fourier,

esta presenta ciertas limitaciones, tal y como se menciono brevemente en la introduccién de

este capitulo, especificamente cuando se aplica a sefiales no estacionarias.

Antes de continuar, diremos que una sefal estacionaria es aquella en la cual todas las

componentes de frecuencia existentes en la sefal aparecen a lo largo de toda su duracion.

Mientras que en una sefial no estacionaria, la frecuencia cambia constantemente a lo largo

del tiempo que dura la sefial.
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Si por ejemplo se tienen dos sefales diferentes, ambas con las mismas componentes
espectrales, pero con la diferencia de que una de las sefiales es estacionaria y todas sus
componentes frecuenciales estan presentes en todo instante de tiempo, tal y como ocurre
con la sefial definida por la funcién matematica que se muestra en la ecuacion 1.17; y cuya

grafica en el dominio del tiempo y la frecuencia se observan en la figura 1.4.

x(¢) = Cos(27100¢) + Cos(27 (25¢) + Cos(271 (30¢) + Cos(271100¢)  (1.17)

Mientras que por otra parte, tenemos una segunda sefial que presenta las mismas cuatro
componentes frecuenciales (10, 25, 50 y 100 Hz) de la senal estacionaria definida por la
ecuacion 1.17, pero en este caso, cada una de estas cuatro componentes de frecuencia son
diferentes para cuatro intervalos de tiempo diferentes de la sefial, tal y como se ilustra en la

figura 1.5, a este tipo de sefial se le conoce como no estacionaria.

Si se comparan los espectros de frecuencia de las sefiales mostradas en la figura 1.4 y figura
1.5, se puede concluir que ambos presentan las cuatro componentes espectrales de 10, 25,
50 y 100 Hz. Y a parte del nivel de rizado y la diferencia de amplitud (que siempre puede
ser normalizado) ambos espectros son practicamente idénticos, aunque las sefiales en el
dominio del tiempo son completamente diferentes. Asi pues, ambas sefiales contienen las
mismas componentes de frecuencia pero la de la figura 1.4 contiene estas frecuencias para
todo el tiempo y la de la figura 1.5 presenta estas frecuencias para diferentes intervalos de
tiempo. Este fendémeno se debe a que la Transformada de Fourier solo proporciona el
contenido espectral de la sefial y no la localizacién temporal de las componentes
espectrales. Este es el motivo por el cual la Transformada de Fourier no es una técnica
adecuada para sefiales no estacionarias cuando se desea obtener una correspondencia

tiempo-frecuencia.

Con el fin de solventar el inconveniente presentado por la Transformada de Fourier es que
fue desarrollada la Transformada de Fourier de Periodo Corto (STFT, Short Time Fourier
Transform), la cual se expondra su comportamiento mas adelante en la seccion 1.4 y la que
a su vez es la que da paso al estudio de la Transformada Wavelet, que se presentara en el

capitulo 2.
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=efial estacionaria con contenida de 10, 25, 50 v 100 Hz

& : :

________________

______________

Sy L

0 100 200 300 400 500  BOO

Tiempo [ms]

700 c00 200 1000

Espectro de frecuencias de la sefial de 10,25,50 y 100 Hz estacionaria

300 T T

. . i i i I It E E i
0 i S el S S S I S R R ¥
L e B e e A
o U I | | | | | | iU
O 50 150 200 250 300 350 400 450 500

Frecuencia [Hz]

300 : T :
200 -----{---- R Rk Sahtht (EELE e 4
100 -----pf---- 4 et 4.

. | | |
20 40 5] 20 100 120

Frecuencia [Hz]

Fig. 1.4: Seiial estacionaria y su espectro de frecuencia
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=efial estacionaria no estacionaria con contenido de 10, 25, 50 y 100 Hz

1] 100 200 300 400 500 /OO 700 300 200 1000
Tiempo [ms]

Espectro de frecuencias de la sefial de 10,25,50 y 100 Hz no estacionaria
EDD T T T T T T T T T T

150
100
a0 {

400 500  BOO
Frecuencia [Hz]

=00 : : : : :

150

100

50

0 20 40 B0 a0 100 120
Frecuencia [Hz]

Fig. 1.5: Senial no estacionaria y su espectro de frecuencia

1.3 El principio de Indeterminacién de Heisenberg y @ Plano Tiempo-

Frecuencia

En el ambito de las ciencias aplicadas usualmente se suele representar una sefial fisica
mediante una funcién del tiempo f(2), o alternativamente, en el dominio de la frecuencia por

su Transformada de Fourier F(w). Ambas representaciones son en cierto sentido “natural”,
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resultantes de enfocar el universo real. Las mismas contienen exactamente la misma

informacion sobre la sefial, respondiendo a enfoques distintos y complementarios.

En el campo del procesamiento de sefiales es comun encontrar fendmenos oscilantes
localizados en el tiempo. Y también lo es, encontrar ondas perdurables, que con amplitudes

casi estacionarias, exhiben patrones de frecuencia variables en el tiempo [5].

Surge entonces, la nocién de la existencia de fendomenos localizados en tiempo y
frecuencia, es decir que existen objetos que para su descripcidon requieren informacion
conjunta de ambos dominios. Por supuesto, el par de Transformadas de Fourier no es la
herramienta idonea para expresar este tipo de informacion conjunta; por los motivos ya

explicados anteriormente.

En contraposicion, para la representacion de dichos fenomenos se requiere de patrones
elementales capaces de localizar conjuntamente la informacién de ambos dominios. Lo cual

plantea el problema de las representaciones tiempo-frecuencia.

En principio, este es un problema antinatural ya que, de acuerdo al Principio de
Indeterminacion de Heisenberg, en su formulacién original, expresa que no pueden
conocerse simultaneamente el momento y la posicion de una particula en movimiento [13].
Si ahora lo aplicamos a nuestro estudio, implica que no se puede conocer que componentes
espectrales existen un determinado instante de tiempo. Y lo més que se puede hacer es
investigar que componentes espectrales existen en un cierto intervalo de tiempo, lo cual nos
plantea un problema de resolucion. Y se imponen por tanto soluciones de compromiso, ya
que el principio de indeterminacién afirma que no es posible reducir arbitrariamente a la
vez la resolucion en el tiempo (4¢) y la resolucion en frecuencia (dw) debido a que su
producto esta acotado inferiormente por la desigualdad de Heisenberg, expresada en la

ecuacion 1.18.

AtAa)Zé (1.18)
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Esta desigualdad implica que se debe sacrificar la resolucion en el tiempo por la resolucion

en frecuencia o viceversa.

Tratandose de fendmenos aislados en el tiempo, la cuestion es relativamente sencilla.
Podemos analizarlos separadamente, y sobre sus respectivos dominios temporales extraer la
informacion en frecuencia que nos provee la Transformada de Fourier. Andlogamente
podemos tratar el caso de ondas con patrones de frecuencia relativamente simples,

moduladas por funciones relativamente largas.

Pero el problema se vuelve arduo cuando nos encontramos frente a sefiales donde conviven
multiples fendémenos localizados en el tiempo y en la frecuencia, superponiéndose bajo

complejas estructuras.

Claramente, por las razones arriba expuestas, no existe una respuesta Unica. Entonces, el
desafio consiste en definir una apropiada representacion acorde con las caracteristicas de la

sefal y a los objetivos de su procesamiento.

1.4 La Transformada de Fourier de Periodo Corto

Como ya se discutio, la Transformada de Fourier constituye una herramienta mediante la
cual podemos obtener informacién sobre como esta distribuida la energia de una sefial a
través de sus distintas componentes de frecuencia, es decir, podemos conocer todas las
componentes de frecuencia existentes en la sefial y sus respectivos aportes energéticos. Lo
cual indica que la Transformada de Fourier tiene una perfecta resolucion en frecuencia, lo
que la hace una herramienta matematica de muchisima utilidad para el andlisis de senales
estacionarias. Sin embargo, ella no puede ser aplicada con el objeto de obtener informacion
de cuando o donde las diferentes componentes de frecuencia se encuentran en las sefiales
quasi-estacionarias o no estacionarias, cuyo contenido espectral varia con el tiempo. Es

decir, la Transformada de Fourier posee una muy pobre resolucion en el tiempo.

Con el afan de superar los inconvenientes que presenta la Transformada de Fourier frente a

sefales no estacionarias, en 1946 Denis Gabor realiza una adaptacion de la Transformada
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de Fourier de forma tal que pueda obtenerse una representacion tiempo-frecuencia [1], y

que en la actualidad es ampliamente utilizada en el area del procesamiento de sefiales.

A esta adaptacion de la Transformada de Fourier realizada por Gabor se le conoce como
Transformada de Fourier de Periodo Corto (STFT), la cual consiste basicamente en dividir

la senal de interés en diferentes partes donde se pueda asumir que la sefial es estacionaria.

La forma de dividir la sefal se realiza mediante una funcion ventana /4(?) cuyo ancho o
soporte corresponde a la longitud de cada segmentacion de la sefial. Asi pues, con la
funcién ventana encuadramos la sefial alrededor de un instante de tiempo 7 y calculamos su
transformada de Fourier, luego trasladamos la funcién ventana hasta que no se sobrepone
con la anterior cubriendo una nueva porcion de la sefial a la que volvemos a calcular su
transformada de Fourier. Este proceso es repetido hasta que se ha cubierto la totalidad de la

sefial.

Partiendo de lo expresado anteriormente, en forma matematica, la Transformada de Fourier

de Periodo Corto se expresa como se muestra en la ecuacion 1.19:

STFT(1@)= [ £ - 1) (119)

Como lo expresa la ecuacion 1.19, la Transformada de Fourier de Periodo Corto no es mas
que la Transformada de Fourier de la sefial previamente multiplicada por una funcidén
ventana. Por lo tanto se obtiene una representacion real de la sefal en tiempo y frecuencia.
La Transformada de Fourier de Periodo Corto es bidimensional (en un eje aparece el

tiempo y en el otro la frecuencia) o tridimensional, si consideramos la amplitud.

Y considerando, como ya se dijo, a /(?) como una funcidon ventana de valores solo reales,

no complejos, de tal manera que se cumpla la relacion establecida en la ecuacion 1.20,

W-1)=1() (1.20)
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y si se considera lo expresado por la ecuacion 1.20, esta puede reescribirse de la forma que

se presenta en la ecuacion 1.21,

STFT(t,w) = ojof(t)h(t —7)e/“dt (1.21)

la cual calcula el producto interno entre la sefal y la funcion ventana trasladada y

modulada.

En la figura 1.6 se muestra un funcién ventana de tipo Gaussiana, la primera porcion de la
sefial muestra la ventana localizada en ¢ = 7,, la del medio en ¢ = 7, y la de mas a la derecha
en t = 3. Estas ventanas comprenden a tres Transformadas de Fourier en tres tiempos

distintos. Por lo tanto se obtendra una buena representacion tiempo-frecuencia de la sefial.
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Fig. 1.6: Representacion grdfica de la STFT

Una forma de comprender como trabaja la STFT es a partir de un ejemplo, para ello
consideraremos la forma de onda de la figura 1.5. Al obtener la STFT de dicha sefal (la
cual se muestra en la figura 1.7) se observa que dicha sefial se puede representar en tres
dimensiones (tiempo, frecuencia y amplitud) y se advierte que la grafica es simétrica con
respecto al punto medio del eje de frecuencia, puesto que la STFT es la version en ventanas

de la Transformada de Fourier Clasica, la cual como se comentd en secciones anteriores,

siempre es simétrica.
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200 o
100

Frecusncia [Hz] o 0 Tiempno [1ns]

Fig. 1.7: STFT de la senial no estacionaria de la Fig. 1.5, con ventana Gaussiana a=180

Lo importante de hacer notar en la figura 1.7 es que existen cuatro picos que corresponden
a las cuatro componentes de frecuencia de la sefal ilustrada en la figura 1.5 y que ademas
estan ubicados en diferentes intervalos de tiempo. Por lo tanto se cuenta con una

representacion tiempo-frecuencia de la senal.

Entonces, podria parecer que el problema de representacion tiempo-frecuencia de una senal
estaria resuelto. Sin embargo, existe un problema que se remonta al principio de
indeterminacion de Heisenberg [1], que en este caso, tal y como se estudi6 en la seccion
1.3, se traduce en que no es posible conocer la representacion exacta tiempo-frecuencia de
una sefial, sino tan solo los intervalos de tiempo en los cuales existen determinadas bandas

de frecuencia, por lo tanto aparece un problema de resolucion.

En la transformada de Fourier no existe problema de resolucion en el dominio de la
frecuencia, pues se sabe exactamente las frecuencias que existen, de manera similar no
existe problema de resolucion en el dominio del tiempo, ya que se conoce el valor de la

sefial para cada instante de tiempo.

Lo que proporciona la perfecta resolucion en frecuencia en la transformada de Fourier es el

hecho de que la ventana empleada es la funcidén exponencial €, la cual existe para todo
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instante de tiempo [-00,7o0]. En la STFT la ventana es de longitud finita, es decir solo se
aplica a una parte de la sefial, causando una disminucion de la resolucion en frecuencia, con
lo cual solo es posible conocer una banda de frecuencias y no un valor exacto de

frecuencia.

En consecuencia, existe un compromiso entre buena resolucion en el tiempo o buena
resolucion en frecuencia. Para obtener la estacionalidad se elige una ventana lo
suficientemente estrecha en la cual la sefial sea estacionaria. Cuanto mas estrecha sea la
ventana se obtendrd mejor resolucion en el tiempo y por lo tanto una mejor representacion
de la estacionalidad y peor resolucion en frecuencia. Por tanto, el problema consiste en la
seleccion de una ventana para el andlisis, dependiendo de la aplicacion. Si las componentes
frecuenciales estan bien separadas unas de otras en la sefial original, se puede sacrificar
resolucion en la frecuencia y tratar de mejorar la resolucion en el tiempo. Tal y como se
ejemplifica en la figural.8, donde se muestran dos posibilidades, dependiendo de la

resolucion deseada en tiempo y frecuencia.

estrecha ancha

frecuencia

2 .
frecuencia

tiempo tiempo

Fig. 1.8: Enrejado resultante de la STFT en el plano tiempo - frecuencia

En conclusion se puede afirmar que con una ventana estrecha existe buena resolucion en el
tiempo y pobre resolucion en el dominio de la frecuencia. Mientras que con una ventana
ancha se tiene buena resolucioén en el dominio de la frecuencia y pobre resolucion en el

dominio del tiempo.
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1.5 La Transformada Discreta de Fourier

La utilizacion cada dia mas creciente de los sistemas computacionales en todos los dmbitos
de la vida cotidiana, y en particular en el procesamiento digital de sefiales, ha provocado
que la version discreta de la transformada de Fourier sea de mucho interés [7]. Ello se debe
al hecho de que las computadoras trabajan Gnicamente con valores discretos o muestras.
Por lo que el célculo numérico de la transformada discreta de Fourier también se basa en las

muestras obtenidas de una sefial f(?); los cuales son de la forma f;, conk =0, 1, 2, ...

Y si se mantiene la relacion tiempo-frecuencia existente en la transformada de Fourier, se
intuye entonces que es posible calcular la transformada F(w) solo para valores discretos de

, con lo que se obtienen valores de la transformada de la forma F,,conn =0, [, 2, ...

Por lo tanto, sea f(z) una sefal periddica de periodo 7'y solo se conocen sus valores en N
puntos igualmente espaciados en el tiempo. Entonces, si f(kT;) corresponde a la k — ésima
muestra de f(t) y F(nw,), donde w; = 2xf; (f; es la frecuencia con la que se realiza el proceso
de muestreo) corresponde a la n — ésima muestra de F(w), y ademas definimos a N como el
numero de muestras de la sefial o longitud de la sefal, podemos reescribir la Transformada
de Fourier, de una sefal de periodo 7, en su forma discreta como se muestra en la ecuacion
1.22. La cual es conocida como la Transformada Discreta de Fourier.

F, = kae N nk=012...N -1 (1.22)
k=0

Ahora bien, si se parte de los coeficientes F, también se pueden obtener los valores de f;
en forma andloga a lo expresado en la ecuacion 1.22, asi:

—j271kn

N-1
Ji =]172Fne N nk=0,12...N-1 (1.23)
=0

A la ecuacion 1.23 se le conoce como la Inversa de la Transformada Discreta de Fourier.

Como se puede observar, la TFD y la TIFD forman un par exacto de transformada [17].
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En el presente capitulo inicamente se brindé un muy breve repaso a los principales topicos
que dieron origen al procesamiento de sefiales y no se extendid en mucho detalle
matematico de temas tan importantes como es la Transformada de Fourier, ya que no es el
principal objetivo de este documento. Para mayor informacién referente a este tema el
lector puede consultar literatura del drea de comunicaciones o procesamiento digital de
sefiales. En los siguientes capitulos nos enfocaremos en la teoria que da origen a la

aplicacion que se desarrollara.
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Fig. 1.9: Representacion de sefial cuadrada y su Transformada Discreta de Fourier

30



Capitulo 2. Teoria de Wavelets

Capitulo I1

Teoria de Wavelets

2.1 Introduccion

Tal y como se demostré en el capitulo 1, la transformada de Fourier presenta problemas de
resolucion tiempo-frecuencia y que son explicados perfectamente por el principio de
indeterminacion de Heisenberg, sin embargo, ante estos inconvenientes, es posible analizar
cualquier sefial empleando una técnica alternativa llamada Andlisis Multiresolucion. El
analisis multiresolucion es el pilar sobre el cual se fundamenta la teoria de Wavelets, teoria
que es el principal interés del presente capitulo y sobre la cual reside el eje principal del

presente trabajo de graduacion.

El analisis multiresolucion, tal y como se verd a lo largo del capitulo, esta disefiado para
proporcionar una buena resolucioén temporal y pobre resolucion en frecuencia para las altas
frecuencias y buena resolucion en frecuencia y pobre en tiempo para las bajas frecuencias.
Por lo que el principio de indeterminacién de Heisenberg no interfiere o no es contradicho
en este tipo de andlisis. Esta forma de llevar a cabo el andlisis de una sefial adquiere un
sentido especial cuando dichas sefiales tienen componentes de alta frecuencia de corta

duracion y componentes de baja frecuencia de larga duracion.

Ademas, se presenta también una descripcion de los aspectos basicos, caracteristicas, tipos,
principios matematicos, etc., que dan soporte a la teoria de Wavelets y la forma de trabajar
de dicha teoria. Ademads, se explica como es que la transformada Wavelet resuelve los

problemas inherentes a la STFT.
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2.2 Antecedentes historicos de la teoria de Wavelets

La teoria de Wavelets fue aplicada en un primer momento en el area de la geofisica para
analizar especificamente datos obtenidos en estudios de sismologia. De hecho, los
geofisicos redescubrieron dicha teoria; ya que los matematicos la habian desarrollado unos
veinte afios atrds para solucionar problemas abstractos, aunque nunca se imaginaron que

podria ser aplicada en el campo del procesamiento de senales [2].

Los estudios sismoldgicos son construidos a partir de muchas imagenes en dos dimensiones
de porciones de roca o de suelo, que son unidas para brindar una imagen tridimensional de
la estructura de la roca debajo de la superficie del suelo. Cada una de las imagenes es
obtenida colocando geofonos (“micréfonos” sismicos) a intervalos igualmente espaciados a
lo largo de una linea, llamada la “linea del sismo”. Luego, utilizando dinamita colocada al
final de dicha linea provocan una onda sismica en el suelo. Asi pues, cada uno de los
geofonos colocados a lo largo de la linea graba el movimiento de la tierra debido a la
explosion provocada por la dinamita, desde el principio hasta el fin de la misma, esta
grabacion es conocida como la traza sismica y tiene la forma que se observa en la figura

2.112].

Desplazamiento

g W omm m— — ——

Tiempo

Fig. 2.1: Traza sismica tipica
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En la figura 2.1 se puede observar que la traza es descrita por una grafica desplazamiento-
tiempo, en la cual son de vital importancia tanto la oscilacion como el momento en que ella

ocurre.

La primera onda grabada por el gedfono es la onda directa, que viaja a lo largo de toda la
superficie del suelo, y que usualmente no es de mucha importancia. Las subsiguientes
ondas son reflejadas por las capas de rocas debajo del suelo, estas son las verdaderamente
importantes. El conocimiento del momento en que la onda golpea el gedfono brinda
informacion que indica la posicion de la capa que reflejo dicha onda. El movimiento del
suelo que la onda produce, brinda algunos detalles muy especificos de la capa de rocas. Las
trazas obtenidas a partir de todos los gedfonos juntos a lo largo de una linea pueden ser
combinadas para dar una muy buena “imagen” del suelo directamente por debajo de la linea

sismica [2].

El principal factor que determina la exactitud y precision de un estudio sismoldgico es la
utilizaciéon de una herramienta de analisis apropiada para el estudio de cada una de las
trazas. Asi pues, la Transformada de Fourier no es una buena herramienta de analisis en
este caso. Ya que solo puede brindarnos informacion frecuencial (las oscilaciones que
componen la onda) tal y como se describi6 en el capitulo 1. Dicha transformada no brinda
informacion de cuando la oscilacion ocurrid. Por otro lado, la Transformada de Fourier de
Periodo Corto (STFT), es mejor. En dicha técnica, como ya se ha explicado, el intervalo de
tiempo total es dividido en varios pequeinos intervalos de tiempo igualmente espaciados, los
cuales posteriormente son analizados por separado haciendo uso de la Transformada de
Fourier. El resultado de dicho andlisis ahora contiene informacion en el dominio del tiempo
y de la frecuencia. Sin embargo, existe un problema con esta aproximacion. Los pequefios
intervalos de tiempo en que se dividi6 la sefal entera no son ajustables, en los intervalos de
muy corta duracién, componentes de muy alta frecuencia ocurren repentinamente las cuales

son muy dificiles de detectar.

Es aqui donde se desvela la utilidad de la teoria de Wavelets. Los Wavelets son capaces de

rastrear la informacion de la onda en el dominio del tiempo y de la frecuencia
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simultdneamente. Esto implica que estd teoria puede utilizarse para realizar un
acercamiento (zoom in) de una onda durante el aparecimiento brusco de las altas
frecuencias, o bien, realizar una toma lejana (zoom out) de la sefal y de esta forma detectar

oscilaciones de muy baja frecuencia.

Luego de describir brevemente los fendmenos que dieron origen a la teoria de Wavelets, a
continuacion se presenta de manera resumida su desarrollo a lo largo del tiempo y sus
principales precursores, esto con el fin de ir adentrdndonos poco a poco al analisis formal

de dicha teoria.

Después de que en 1807 Joseph Baptiste Fourier desarrollara toda la teoria del analisis de
sefales que se estudid en el capitulo anterior, los matematicos gradualmente fueron
trascendiendo en su conocimiento del andlisis en frecuencia al andlisis en escala. Es asi
como en 1873 Karl Weierstrass describio una familia de funciones que son formadas por
una superposicion de copias escaladas de una funcién base dada. Las funciones que ¢l
definié son fractales, en el sentido de que son continuas en todos sus puntos y
diferenciables en ninguno. Sin embargo, la teoria de Wavelets como tal, fue mencionada
por primera vez en uno de los apéndices de la tesis de Alfred Haar en 1909, quien
desarroll6 el primer sistema ortonormal de funciones con soporte compacto, ahora llamada
base de Haar, y que seréd tratada con detenimiento mas adelante en la seccion 2.5. Sin
embargo, desafortunadamente dicha Wavelet no es continuamente diferenciable, lo cual
limita seriamente sus aplicaciones. Es importante hacer notar que esta base alin sirve como

fundamento para la teoria moderna de Wavelets [9].

Ya para los anos 30’s, muchos grupos de investigadores trabajaban de manera
independiente en el estudio de la representacion de funciones utilizando las funciones base
de escala variable [3]. Es importante la comprension completa de dichas funciones para

comprender de una mejor manera la teoria de Wavelets.

Haciendo uso de las funciones base de escala variable, llamada funcion base Haar, el fisico

Paul Levy en 1930 investigd el movimiento Browniano (sefial aleatoria). Y llego a la
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conclusion de que la funcion base Haar es superior a las funciones base de Fourier en el
estudio de muy pequefios y complicados detalles en el movimiento Browniano. Por otra
parte, siempre en los afios 30’s en una investigacion realizada por Littlewood, Paley y
Stein, la cual involucraba el calculo de la energia de una senal f(x), descrita por la ecuacion

2.1,

127
Energia = 5 ﬂf(x)‘zdx (2.1)
0

observaron que dicho célculo producia diferentes resultados si la energia se encontraba
concentrada alrededor de unos pocos puntos o si estaba distribuida sobre un intervalo
bastante grande. Dichos resultados perturbaron a los cientificos de aquella época, debido a
que esto implicaba claramente un incumplimiento del principio de conservacion de la
energia. Asi pues, fue como los investigadores descubrieron una funcién que puede variar

en escala y que al calcular la energia no violaba dicho principio [3].

Luego, otro avance significativo se dio en 1946, cuando Dennis Gabor describi6 una base
no-ortonormal de lo que ahora se llaman Wavelets con soporte no acotado, basado en
funciones gaussianas trasladadas. El término Wavelet proviene del campo de la sismologia,
el cual fue bautizado por Ricker en 1940 para describir el disturbio resultante de un impulso
sismico agudo o una carga explosiva. En 1982, Morlet mostr6 como estos wavelets
sismicos podrian ser modelados eficientemente con las funciones matematicas que Gabor

habia definido casi cuarenta afos atras [3], [9].

Posteriormente en 1980, Grossman y Morlet un fisico y un ingeniero, definieron de forma
general los Wavelets en el campo de la fisica cudntica y demostraron como sefiales
arbitrarias pueden ser analizadas en términos de escalamientos y traslaciones de una
funcion wavelet madre. Yves Meyer y Stephane Mallat ampliaron esta nocion a una teoria
llamada andalisis multiresolucion. Y en 1985 Mallat demostrd6 como esta teoria se puede
utilizar en el procesamiento digital de imagenes y en el andlisis de sefiales. A diferencia de
la Wavelet Haar, las Wavelets de Meyer son continuamente diferenciables en cualquier

punto, sin embargo, ellas no son de soporte compacto. Un par de afios mas tarde, Ingrid
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Daubechies se baso en el trabajo de Yves Mallat para definir un conjunto de Wavelets
basadas en funciones ortonormales que son tal vez las Wavelets mas elegantes y la piedra

angular de las aplicaciones basadas en Wavelets de hoy en dia [12].

2.3 Principios matematicos que rigen la teoria Wavelets [2]

En la presente seccion se presentara la base matematica que brindara un sélido respaldo a la
definicion de las funciones Wavelets como base de los espacios de funciones lineales de

cuadrado integrable L*(R).

Sean dos vectores X = (x;, x5, x3), ¥ = (¥1, 2 y3) en un espacio tridimensional (R3 ) el
producto interno entre ambos vectores queda definido por la ecuacion 2.2 de la siguiente

forma:

<X’Y> = Xy, Y3y, (2.2)

Esta definicion parcialmente tiene su origen en la necesidad de medir la longitud de un

vector, longitud que tiene su origen en el Teorema de Pitdgoras expresado por la ecuacion

2.3.
) _ 2 P 2 (2.3)
Longitud de X =-|x; + x5 +x5 = <X,X>

Partiendo de este punto, se puede decir que el principal interés de esta seccion serd definir
el concepto de un producto interno en un sentido mds general que incluya una amplia

variedad de espacios vectoriales.

2.3.1 Espacios con producto interno

La definicién de un espacio producto interno real de dimension finita (espacio Euclidiano)
en tres dimensiones, naturalmente puede ser generalizado a R” para cualquier dimension n.
Asi pues, para dos vectores X = (x;, X2, X3,....Xs), ¥ = V1, V2, ¥3,....y») €n R", el producto

interno Euclidiano esta dado por la ecuacion 2.4, que se presenta a continuacion:
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XY= xy, (2.4)
j=1

Al estudiar las Series y la Transformada de Fourier, se hace mucho uso del factor
exponencial complejo. Asi pues, ahora se consideraran tanto los espacios vectoriales
complejos como los espacios vectoriales reales. De esta manera la definicion anterior del
producto interno para R" puede ser modificada para vectores en C" conjugando el segundo
factor. Hay que recordar que el conjugado de un numero complejo z =x + jy esta
definido como z = x — jy. Y es importante hacer notar la relacion expresada en la ecuacion
2.5.

zz=x>+ )’ (2.5)

Lo cual por definicion es | z|* (el cuadrado de la longitud de z = x + jy) considerando el

vector que va desde el punto (0,0) hasta el punto (x,y).

Ahora bien, si se tienen dos vectores definidos en C", Z = (z, z5,..., z)) y W = (w1, w,...,
wy), entonces el producto interno entre ambos vectores puede ser expresado por la ecuacion

2.6.

ZWw)=2z;w, (2.6)
=1

El propdsito de la existencia del conjugado presente en la ecuacion 2.6 es asegurar que la

longitud de un vector en C” sea real y positiva, tal y como lo demuestra la ecuacion 2.7.

Longitud de Z :4/<Z,Z> = Zn:Zij = Z":ij (2.7)
j=1 j=l

Por definicion, un producto interno de un espacio vectorial V" es una funcién que cumple

con la siguiente relacion establecida por la ecuacion 2.8, y que se presenta a continuacion:

([I:VxV - C (2.8)
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Y que a su vez satisface las propiedades que se presentan a continuacion:
« Bilinealidad: (X +Y,Z)=(X,Z)+(Y,Z) y (X,Y +Z)=(X,Y)+(X,Z).
« Positividad: (v,v) >0 para todo vOIV .
*  Simetria conjugada: (v, w) =(w,v) para todo vector vy w en V.

* Homogeneidad: <Cv, W> =C<V, W> para todo vector v y w en V y todo escalar

clC.

e Adicion: <u +v, W> = <u, W> + <v, w> para todo vector u,v,wllV .

Las definiciones anteriores también son de utilidad para definir un producto interno real en
un espacio vectorial real, excepto que el valor escalar ¢ en la propiedad de homogeneidad

es real y no tiene conjugado en la definicion de la propiedad de simetria.

Es de hacer notar que la tercera y quinta propiedades implican bilinealidad en el segundo
factor. Mientras que la tercera y cuarta propiedades implican que el factor escalar sale del

segundo factor como un conjugado, tal y como puede apreciarse en la ecuacion 2.9.

<v, cw> = W = EW = E<v, w> (2.9)

La condicioén de positividad implica que podemos asignar cualquier numero diferente de

cero,

vH = <v,v> como la longitud del vector v. La nocion de longitud da idea de la

distancia entre dos vectores en V definida por la ecuacion 2.10 que se presenta a

continuacion:
Distancia entre {v, m} = Hv - wH (2.10)

Notese que la propiedad de positividad de los productos internos implica que la tinica forma
de que se cumpla Hv - Mﬂ =0 es cuando v = w. Esta noci6n de distancia también da la idea

de una secuencia convergente {vi, k = 1, 2, ...}; por lo que se establece que:

V, -V Si Hvk _VH -0
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Es decir, que v, — V si la distancia entre v, y v es pequefia comparandola con el valor

de k.

2.3.2  El espacio cuadrado integrable L’

En la presente seccion, se discutirdn una clase particular de espacios vectoriales
dimensionalmente infinitos que son particularmente tutiles en el campo del analisis de
sefales. Asi pues, una sefial de audio puede ser vista como una funcion f{?), que representa
la intensidad de la sefial en el tiempo. Aqui ¢ varia en un intervalo a < ¢ < b que representa

la duracion en el tiempo de la sefal. Aqui, a podria ser -0 6 b ser +oo.

Debido a la necesidad de imponer una restriccion del crecimiento de una funcion definida
en el intervalo a <t < b, por definicion se puede establecer que: Para un intervalo a <t < b,
el espacio L([a ,b]) es el conjunto de todas las funciones cuadrado integrables definidas

en a <t <bh. Tal y como se define en la ecuaciéon 2.11,

*([a,8]) =4 1 :[a,b] - C; Tf(t)zdmoo Q.11

las funciones discontinuas también son incluidas como miembros de este espacio cuadrado
integrable. Asi pues, en este contexto la integral anterior puede ser interpretada en el
sentido de una suma de Riemann. La definicion de L? incluye funciones cuyo conjunto de

discontinuidades es levemente grande, en cuyo caso debe ser utilizada la integral de

b
Lebesgue. La condicion ﬂ f (tydt < oo fisicamente implica que el total de la energia de la

a

sefal es finita (la cual es una clase de senal real).

El espacio L’(fa ,b]) es dimensionalmente infinito. Por ejemplo, si @ = 0y b = I, entonces
el conjunto de funciones {1, ¢, £, £...} es linealmente independiente y pertenece a L*(/0,1]).

La funcion f{#) = 1/t es un ejemplo de una funcidén que no pertenece a L’(/0,1]) ya que

1
[(Ue)de=eo.
0
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Ahora se construird un apropiado producto interno de L°/a ,b]. Para motivar el producto
interno L?, se discretizara el intervalo /a, b]. Con el fin de simplificar el analisis, haremos

quea=0yb=1.

Sea N un entero positivo mucho mayor que cero y sea #; = j/N para I <j < N. Si f es
continua, entonces los valores de f en el intervalo /¢, t;+;/ pueden ser aproximados por f(z).
Por lo tanto, f puede ser aproximada por el siguiente vector de la ecuacion 2.12. Tal y

como se ilustra en la figura. 2.2.

v =) £ ) £y ) ORY 2.12)

Ya que el valor de N es muy grande, fy es una muy buena aproximacion de f.

Fig. 2.2: Discretizacion de una senial continua

Ahora bien, si 'y g son dos sefiales en L°/0,1], entonces ambas sefiales pueden ser

discretizadas por fy y gn. Una posible definicion de < 1, g> 2 e examinar el producto

interno ordinario R" de fy y gy que se detalla en la ecuacion 2.13.

N N
(fas8n ) =Zf(l‘j)g(l‘,~)=Zf(j/N)g(j/N) (2.13)

El problema con la aproximacion expresada en la ecuacion 2.13 radica en que el valor de N
es muy grande, por lo que la suma del lado derecho es muy grande. Una mejor opcion es

considerar el promedio del producto interno expresado en la ecuacion 2.14, asi:
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(2.14)

N
o =Z:;f<j/zv)g<j/zv)]1v

Ya que fy y gv se aproximan a f'y g cuando el valor de N es grande, una definicién

razonable de < 1, g> 2 ©s tomar el limite del promedio del producto interno cuando N — co.

Asi pues, la ecuacion anterior puede ser escrita como se muestra en la ecuacion 2.15.

fN,gN>RN ZZf(j/N)g(j/N)At dondeAt:;] (2.15)

j=1

7
N
La suma del término de la derecha es una aproximacion de la suma de Riemann a

1
J‘ f(t)g(t)dt sobre la particion [0, t;, t,...,ty = 1] de [0,1]. Esta aproximacion es mucho
0

mas exacta cuanto mayor es N. De aqui se deduce entonces que una acertada definicién
para el producto interno de L* en L’(fa ,b]) esta dada por la ecuacion 2.16 dada a

continuacion:

(f.8)p = [ f(Ogdt para f,g DL ([a,b]) (2.16)

Las propiedades de simetria conjugada, homogeneidad y bilinealidad son cumplidas

completamente por este producto interno.
b

Mientras que para la condicion de positividad, si O=< f.f > Zﬂ f (t)‘zdt y si f es
a

continua, entonces f(z) = 0 para todo ¢. Si ahora a f(?) se le permite que sea discontinua en
un numero finito de puntos, entonces se puede concluir que f{z) = 0 en todo valor, excepto
en un numero finito de valores de ¢. Por ejemplo la funcion:

f(z)={1 si t=0

0 sit#0
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1
2
en esta funcion diferente de cero, aun se cumple que ﬂ f (t)‘ dt =0. No obstante,
-1

anteriormente se estipuld que dos elementos /'y g en L*(/a, b]) son iguales si /{t) = g(t) para

todo valor de ¢ excepto para un numero finito de valores . Esta es una definicion muy
b b

razonable para el propdsito de la integracion ya que J f(t)dt ZJ g(t)dt para dichas
a a

funciones. Con esta convencion, la condicion de positividad se sigue cumpliendo.

Lo equivalencia anteriormente establecida tiene mucho sentido, ya que desde el punto de
vista del analisis de sefales. El comportamiento de una sefial en un instante de tiempo
(digamos ¢ = 0) raras veces es de interés. Mientras que el comportamiento de una sefal a lo

largo de un intervalo de tiempo positivo siempre es de importancia.

En muchas aplicaciones, la sefial de interés ya es discreta. Por ejemplo, la sefial que se
obtiene desde un reproductor de discos compactos puede ser representada por un conjunto
de numeros discretos que representan la intensidad de esta sefal de sonido en un intervalo
de tiempo regular. En estos casos, las sefiales pueden ser representadas como una secuencia
tal que X = ..., x5, X, x4,..., donde cada x; es el valor numérico de la sefial en un j-ésimo
intervalo de tiempo /%, #+,/. Teoricamente, la secuencia podria continuar indefinidamente.
En realidad, la sefial usualmente se detendrd en algiin punto, lo cual matematicamente

puede ser representado por x; = () para | Jj | >N para algun entero N.

Para una sefial discreta existe un espacio I el cual describe un conjunto de todas las

2
. 00 .
secuencias X =...,X_,Xy,X,.., X; JC, con E _w‘xn‘ <00.Y esta definido por la

ecuacion 2.17,
(X.Y).= 2%, 2.17)

n=—oo

para X = .. X_, X0, X seees Y Y Ty V15 V05 Vioeoe

42



Capitulo 2. Teoria de Wavelets

2.4 La Wavelet Haar

Existen dos funciones que juegan un papel importante en el analisis de Wavelets, la funcion
escala @ (wavelet padre) y la funcion wavelet v (wavelet madre). Estas dos funciones

generan una familia de funciones que pueden ser utilizadas para reconstruir una senal.

El mas simple de los analisis wavelet esta basado en la funcion de escala Haar, cuya

representacion grafica se muestra en la figura 2.3.
¥
L 1

¢ (x)

o---—--9

Fac
=4

0

Fig. 2.3: Grdfica de la funcion escala Haar

Con el fin de ilustrar la idea bésica de este tipo de andlisis, consideraremos la forma de

onda mostrada en la figura 2.4.

3

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fig. 2.4: Senal de voltaje de linea con sobre impulsos
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Dicha senal puede ser interpretada como la medida de alguna cantidad fisica (quiza un ciclo
del voltaje de una linea) en funcién del tiempo. Los dos sobre impulsos que se observan en
la figura 2.4 podrian representar ruido eléctrico originado por una pérdida de conexién

durante la medicion del voltaje.

En la figura 2.5 se puede observar una posible aproximacién de la sefial de interés
utilizando la funcion de escala Haar. Los escalones generados por la funcion escala Haar
son muy simples e ilustran la idea general que implica un analisis multiresolucion, el cual
se discutird en la seccidon 2.6 con mayor detalle. La principal desventaja de la Wavelet Haar
es que ella es discontinua, por lo que no aproxima muy bien sefiales continuas, es por ello
que la sefial de la figura 2.5 no aproxima con mucha exactitud a la sefial de la figura 2.4. En
la seccion 2.8 se presentaran otros tipos de Wavelets, las cuales difieren del

comportamiento de la Wavelet Haar.

0.5 =T ¥ A T L T

041
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02

0.1t

0ok
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0.4

0591 02 03 04 05 06 07 08 09 I

Fig. 2.5: Aproximacion de la sefial de voltaje de linea con sobre impulsos, utilizando la

wavelet Haar
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2.4.1 Funcion Haar escala [2]

La funcion escala Haar puede ser definida mateméaticamente por la expresion de la ecuacion

2.18.

I si0<x<l
41(X)={ v (2.18)

0, en otro caso

La ecuacién anterior concuerda completamente con la grafica que se observa en la figura

2.3, para una funcion escala Haar.

La funcion @f-k) representa la misma grafica que @pero trasladada k unidades a la derecha
(asumiendo que k es positiva). Si permitimos que V) sea el espacio de todas las funciones de

la forma:

> ag(x—k) a,0OR (2.19)
Kz

en donde k& puede variar sobre cualquier conjunto finito de enteros positivos o negativos. Ya
que @i-k) es discontinua en x = ky en x = k+1, una descripcion alternativa de Vj es que
este consiste de todas las funciones constantes cuyas discontinuidades estan contenidas en
el conjunto de los numeros enteros. Debido a que & varia sobre un conjunto finito, cada uno
de los elementos de V) es cero fuera de los limites del conjunto. A este tipo de funciones se
les conoce como funciones de soporte compacto. La grafica de un elemento tipico de V) se

puede observar claramente en la siguiente figura.

¥

a3
ang i 1
] i
L] 1
I ] L]
I ] ]
I 1 i
d-i '. ; : -
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Fig. 2.6: Grdfica de un elemento tipico en V)

45



Capitulo 2. Teoria de Wavelets

Es importante hacer notar que una funciéon en el espacio V, puede no presentar
discontinuidades en todo el conjunto de enteros (por ejemplo, si en la grafica de la figura

2.6 hacemos a; = a,, entonces la suma es continua en x = 2).

A partir de lo anteriormente establecido, y con el fin de tener una definicion mas general

para la funcion de escala Haar, se puede establecer lo siguiente:

Supongase que j es cualquier entero no negativo. El espacio de funciones escalon de nivel

J, denotado por Vj, esta definido por el espacio que abarca el conjunto

{73+ 1,027 0, @2 x -1, @2 x - 2)...}
¥ que pertenecen a los numeros reales. V; es el espacio de funciones discretas y constantes

de soporte compacto cuyas discontinuidades pertenecen al conjunto:

-1 0 I 2 3
"'3?9 9?9?7?9"'

Una funcién en V) es una funcidn discreta y constante con discontinuidades que pertenecen
al conjunto de numeros enteros. Asi pues, cualquier funcién que pertenece a ¥, también
pertenece a V;, el cual consiste de funciones discretas y constantes cuyas discontinuidades
pertenecen al conjunto {..., -1/2, 0, 1/2, 1, 3/2,...}. El mismo analisis aplica para V;, V> y

asi sucesivamente:

v, OV 0.7, 0V, 0V,,.. (2.20)

Estas relaciones de inclusion son de caracter estricto. Asi pues, por ejemplo, la funcion

@Lx) pertenece a V; pero no pertenece a Vy (ya que @(2x) es discontinua en x = 1/2).

Hay que tener en mente que V; contiene toda la informacion relevante hasta una escala de

resolucién del orden de 27. Debido a que j es muy grande, la resolucién es bastante fina. El

hecho de que VJ [l VJ 4+ Implica que no se pierde informacion cuando la resolucion es mas

fina. Dicha relacion de inclusion es también la razon por la cual V; estd definido en
términos de @’x) en lugar de estar definida como @f@x) para algin otro factor a. Es decir,

si por ejemplo, se define a V> a través de @Bx-j) en lugar de @@x-j), entonces V> no puede
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incluir a V; (ya que el conjunto de multiplos de 1/2 no esta incluido en el conjunto de

multiplos de 1/3).

Como consecuencia de lo anteriormente establecido, se desprende el siguiente teorema, el
cual establece que:
Una funcion f(x) pertenece a Vy siy solo si f{(2x) pertenece a Vi

*  Una funcion f(x) pertenece a V; siy solo si 1(27x) pertenece a V.

Con el fin de demostrar la primera parte del teorema anterior, diremos que si una funcion 1
pertenece a ¥y, entonces f{x) es una combinacion lineal de{g{x —k), k 02} . Por lo tanto,
f(?’x) es una combinacion lineal de {(0(2j x—k), kDZ}, lo cual implica que f{2x) es un

miembro de V; La segunda parte de este teorema puede ser demostrado de la misma forma.

El grafico de la funcion (0(2j x) es un impulso de ancho //2. Cuando j es grande, el grafico

de (0(2j x) es similar a uno de los impulsos de una sefial que se desea filtrar. Esto es

deseable para tener un algoritmo que descomponga una sefial en sus componentes V; muy
eficiente. Una forma de desarrollar dicha descomposicion eficientemente es construir una
base ortonormal para V; (utilizando el producto interno L%). Tal como se define en la

ecuacion 2.21.

k+1

||{p(x k —I(o(x k dx—J.ldx—l (2.21)

Si j es diferente de k, entonces @f-j) y @k-k) tienen soporte acotado, tal como puede

observarse en la figura 2.7. Por lo tanto se cumple que:

(Ax - j). dAx - k) IW(X Jx=k)dx=0 j#zk (2.22)

y entonces el conjunto {(D(Zj x-= k), kU Z} es una base ortonormal para V.
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El argumento anterior puede extenderse a un caso mas general, donde el conjunto de

funciones {2” 2(0(2j x—k}, kDZ} es una base ortonormal de V. (El factor 27 esta

presente, ya que: ]2( 2/ x))2 dx = 2% ).

—00

lx—jl o —k)

e, B o o o
R S ——

F+1 Ewl

Fig. 2.7: Representacion grdfica de @f-j) y @pk-k).

2.4.2 Funcion Haar Wavelet [2]

El obtener la base ortonormal de V; es solo la mitad del trabajo. Con el fin de resolver
nuestro problema de filtrado de ruido, necesitamos conocer una forma de aislar los
impulsos que pertenecen a V; pero que no son miembros de V;.;. Aqui es donde la funcion

Wavelet y entra en accion.

La idea es descomponer V; como una sumatoria ortogonal de V;.; y su complemento. De
nuevo, iniciaremos haciendo j = / e identificaremos el complemento ortogonal de V en V.

Dos factores claves necesarios para construir la funcion Wavelet  son:

1. wes miembro de V; y entonces y puede ser expresado como l//(x) = z l a](o(Zx -1 ) para
algunas opciones de a, IR .

2. yesortogonal a V. Esto es equivalente a I l//(x)qz)(x - k)dx =0 para todos los enteros k.

El primero de los requerimientos indica que y es construida a partir de una funcion

cuadrada de ancho 1/2. Mientras que el segundo requerimiento en el cual se hace £ = 0,
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implica que .[ W(x)@Ax)dx =0. La funcion Wavelet () mas simple que satisface ambos

requerimientos es la funcidon cuya grafica se muestra en la figura 2.8. Y que puede ser

descrita por la ecuacion 2.23,

w(x) = @2x) - @A2(x —=1/2)) = @2x) - A2x —1) (2.23)

con lo cual se satisface el primer requerimiento. Y ademas se cumple lo establecido por la

ecuacion 2.24.

1/2 1

Tl//(x)(o(x)dx = Ildx - J.ldx =1/2-1/2=0 (2.24)

1/2

Lo anterior indica que y es ortogonal a @ Si k # 0, entonces el soporte de y(x) y el soporte
de @x-k) no se traslapan y entonces J-t/l(x)(o(x —k)dx =0. Por lo tanto, y pertenece a V; y
es ortogonal a V).

Luego de haber presentado el andlisis anterior, se puede decir que una funciéon Wavelet

Haar puede ser expresada matematicamente por la expresion que se observa en la ecuacion

h w(x)=¢(2x) - ¢(2x -1) (2.25)

Cuya representacion grafica puede observarse en la figura 2.8.

o @-----

e
SO IE O ]
H

Fig. 2.8: Representacion grdfica de la funcion Wavelet Haar y(x)
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2.5 Analisis Multi-resolucion

Aunque los problemas de resolucion en tiempo y frecuencia son resultado del principio de
indeterminacion de Heisenberg y existen independientemente de la transformada utilizada,
es posible analizar una sefial mediante un enfoque alternativo denominado andlisis multi-

resolucion.

Antes de definir los principios que rigen un andlisis multi-resolucidon, necesitamos
referirnos al Teorema del Muestreo. La utilidad de dicho teorema radica en que se obtiene
una reconstruccion aproximada de una sefial /* a partir de muestras tomadas de dicha senal
uniformemente espaciadas a intervalos de largo 7. Si la sefal es de banda limitada y su
frecuencia de Nyquist es menor que //7, entonces la reconstruccion es perfecta, de otra
forma solamente es una aproximacion, es decir, que el tamafio de 7 mide la resolucion de la
sefal de interés f. Asi pues, un tipico andlisis de la Transformada Rapida de Fourier (FFT),

tomando muestras de la sefial f trabaja en una resolucion, T.

Ahora bien, si la sefal fpresenta intervalos en los cuales varia rapida y repentinamente, y a
la vez periodos donde su variacion es muy lenta, el tipo de andlisis en una resolucion que se
describi6 anteriormente no trabaja bien (debido a las razones descritas en la seccion 2.2).
Para poder llevar a cabo el analisis de dichas sefales, Mallat tuvo la idea de hacer dos
cosas. Primero, remplazar el espacio de las funciones de banda limitada obtenidas del
teorema del muestreo con una adaptacion a la sefial. Segundo, analizar la sefial utilizando
versiones escaladas del mismo espacio, pero ajustadas a resoluciones de 7/2, T/2°, y asi

sucesivamente (de aqui el término andlisis multi-resolucion) [1], [2].

El analisis multi-resolucion analiza la sefial con diferentes resoluciones en diferentes
frecuencias. A diferencia de la Transformada de Periodo Corto de Fourier, cada una de las

componentes espectrales se trata de diferente manera.
Ademéds, el analisis multi-resolucion esta disefiado para brindar una buena resolucion

temporal y una resolucidon en frecuencias pobre para las frecuencias altas y una buena

resolucion en frecuencias junto a una resolucion temporal pobre para las frecuencias bajas
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de una sefial de interés. Este enfoque tiene especial sentido cuando la sefial a analizar tiene
componentes frecuenciales altas durante periodos de tiempo cortos y componentes

frecuenciales bajas durante periodos de tiempo largos.

En las secciones anteriores se presentaron varios principios de multi-resolucion, como
condiciones para una funcién escala. Y que a continuaciéon se presentaran como
requerimientos basicos del analisis multi-resolucion. Si en primer lugar, permitimos que se

cumpla que V;,j = ..., -2, -1, 0, 1, 2, ...sea una secuencia de sub-espacios de funciones en

L’(R). El conjunto de espacios {Vj, jDZ} es llamado andlisis multi-resolucién con

funcion de escala @ si las siguientes condiciones se cumplen:

1. Anidamiento, Vj U Vj +1- Lo cual implica que un analisis multi-resolucion requiere un
anidamiento de los espacios generados por las funciones escala.

2. Densidad, [ Vj =’ (R)

3. Separacion, N Vj ={0}

4. Escalamiento, la funcion f(x) pertenece a V; siy s6lo si la funcion f(27x) pertenece a V).

5. Base ortonormal, la funcién @pertenece a ¥ y el conjunto {¢(x - k), k DZ} es una

base ortonormal (utilizando el producto interno L?) de V.

Los valores de V; son llamados espacios de aproximacion. Pueden existir muchas opciones
para la eleccion de ¢, correspondiente a un sistema de espacios de aproximacion.
Elecciones diferentes de la funcién ¢ pueden conducir a diferentes analisis multi-

resolucion [1], [2].

Probablemente el tipo mas tutil de funciones escala son aquellas que tienen soporte
compacto. Como ya se menciond anteriormente, una funcion presenta soporte compacto si
tiene un valor de 0 (cero) fuera de un intervalo finito. La funcion de escala Haar es un buen
ejemplo de una funcién de soporte compacto. Las funciones de escala asociadas con las
Wavelets Daubechies no solamente presentan soporte compacto, sino que también son

continuas. Tener estas dos propiedades en una funcidon escala es muy deseable, porque los
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algoritmos de descomposicion y reconstruccion asociados, son computacionalmente mas
rapidos y realizan su trabajo de andlisis y reconstruccion de sefiales de una manera mas

eficiente [2].

2.6 La transformada Wavelet

La transformada Wavelet constituye una técnica relativamente nueva que ha sido utilizada
en los ultimos afios como una muy poderosa herramienta en el analisis del comportamiento
local (puntual) de una sefial. Dicha transformada fue desarrollada como una alternativa a
los problemas de resolucion tiempo-frecuencia intrinsecos que presenta la Transformada de

Fourier de Periodo Corto (STFT).

Al igual que la STFT, la transformada Wavelet hace uso de una funcién ventana que
encuadra una sefial dentro de un intervalo y focaliza el analisis inicamente en ese segmento
de la sefial. En principio, lo que hace dicha transformada es filtrar la sefial de interés en el
dominio del tiempo mediante filtros de paso bajo y de paso alto, los cuales eliminan ciertas
componentes de frecuencias (altas o bajas segin corresponda) de la seial, luego, el proceso
se repite para las sefiales resultantes del procedimiento de filtrado anterior. Por ejemplo,
supongase que se tiene una sefial con componentes de frecuencia de hasta 1 KHz, en la
primera etapa de filtrado la sefial es dividida en dos partes haciéndola pasar a través de un
filtro de paso bajo y un filtro paso alto con lo cual se obtienen dos versiones diferentes de la
misma sefial: una de dichas versiones corresponde a las frecuencias de 0 — 500 Hz (filtro
paso bajo), y otra version que corresponde a las frecuencias entre 500 — 1,000 Hz (filtro
paso alto). A continuacioén, se toma cualquiera de estas dos versiones resultantes y se

realiza nuevamente el mismo procedimiento, al cual se le denomina descomposicion.

En la mayor parte de los analisis de este tipo, la version de la senal que se utiliza es la parte
que corresponde al filtro de paso bajo, con lo que, se obtendrian tres conjuntos de datos;
correspondiente cada uno de ellos a la sefial original pero a distintas frecuencias: 0 — 250
Hz, 250 — 500 Hz y 500 — 1,000 Hz. A continuacién se vuelve a tomar la sefial
correspondiente a la parte del filtrado de paso bajo haciéndola pasar nuevamente por los

filtros paso bajo y paso alto, de esta forma se obtendrian 4 conjuntos de sefales
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correspondientes a las frecuencias 0 — 125 Hz, 125 — 250 Hz, 250 — 500 Hz y 500 — 1,000
Hz. El proceso continua hasta que la sefial se ha descompuesto en un cierto nimero de
niveles predefinidos. Y finalmente se cuenta con un grupo de sefiales que representan la
misma sefial, pero correspondientes a diferentes bandas de frecuencia. Para cada una de
estas bandas se conocen sus respectivas sefales, si se juntan todas y se presentan en una
grafica tridimensional, se tendria tiempo en un eje, frecuencia en el segundo y amplitud en
el tercer eje. De esta manera, es posible establecer que frecuencias existen para un tiempo
dado. Sin embargo, el principio de indeterminacion de Heisenberg, tal y como se explico
en la seccion 1.4 del presente documento, establece que no puede conocerse la informacion
de tiempo y frecuencia de una sefal en un cierto punto del plano tiempo-frecuencia, es
decir, no pueden determinarse con exactitud que frecuencias existen en un instante dado,
por lo que solamente es posible conocer que bandas de frecuencias existen en un
determinado y bien definido intervalo de tiempo. Esto, como ya se comentd, es un
problema de resolucion y es de las principales razones por las cuales existe una tendencia a
reemplazar la STFT por la Transformada Wavelet (WT), ya que la STFT trabaja con una
resolucion fija para todos los tiempos, mientras que la WT hace uso de una resolucion

variable.

Con la WT las altas componentes de frecuencia presentan una mejor resolucion en el
tiempo, mientras que las bajas frecuencias presentan mejor resolucion en el dominio de la
frecuencia. Esto implica que una determinada componente de alta frecuencia puede
localizarse mejor en el tiempo (con menor error relativo) que una componente de baja
frecuencia. Por el contrario, una componente de baja frecuencia puede localizarse mejor en

frecuencia comparado con una componente de alta frecuencia.

Con el fin de brindar una mejor interpretacion de la resolucion en el tiempo y la frecuencia,
en la figura 2.9 (a puede observarse que a altas frecuencias (fila superior) la cantidad de
puntos es mayor para un mismo intervalo de tiempo (AT); es decir, las altas frecuencias
tienen una mejor resolucion en el tiempo. Sin embargo, a bajas frecuencias para el mismo
intervalo de tiempo existen menos puntos que caracterizan la senal, de lo que se concluye

que las frecuencias bajas no tienen buena resolucion en el tiempo.
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Fig. 2.9: Interpretacion grdfica de la resolucion en el tiempo y la frecuencia de la WT

Por otra parte, para el caso de una sefial discretizada en el tiempo, la resolucion en el
tiempo puede interpretarse de manera similar a lo comentado en el caso a), pero ahora la
informacion en frecuencia tiene diferentes resoluciones en cada escaléon de descomposicion
tal como puede observarse en la figura 2.9 b). Asi pues, puede observarse que para un (Af)
determinado, la resolucion en el tiempo es mejor para las bajas frecuencias que para las
altas frecuencias, puesto que la separacion entre cada escalon de descomposicion aumenta a

medida que se incrementa la frecuencia.

2.6.1 Variables de escala (a) y traslacion (b)

En el andlisis de la Transformada Wavelet, el pardmetro escala (a) es analogo con el
parametro escala utilizado en los mapas topograficos. Asi pues, las altas escalas
corresponden a una vision global no detallada de la sefial y las bajas escalas corresponden a
una “vista” detallada. De igual forma, en términos de frecuencia, las bajas frecuencias (altas

escalas) corresponden a una informacion global de la sefial que comunmente abarca toda la
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sefial, mientras que las altas frecuencias (escalas bajas) a una informacion detallada de una
caracteristica oculta en la sefial que comunmente dura un tiempo relativamente pequefio. El
escalamiento como operacion matematica produce una dilatacion (| a | > 1) 6 una
compresion (|a| < 1) de una sefial. Lo cual nos da el grado de resolucion con el cual

estamos analizando la senal de interés.

Por su parte, el término traslacion (b) es utilizado con el mismo significado que tiene en el
analisis de la STFT y se relaciona con la localizacion de la ventana a medida que ésta se
desplaza a través de la sefial. Es de hacer notar que este término corresponde a la
informacion del tiempo en el dominio transformado. Un punto importante es que la funcion
wavelet y (funcidon ventana en STFT) se traslada cubriendo toda la sefal para cada valor de
a, es decir, si la escala escogida es pequefia habran mas traslaciones de y que si la escala
escogida es grande; este comportamiento se representa en la figura 2.10. En dicha figura se
puede observar con mayor detalle que para una escala grande la wavelet ocupa un mayor
segmento de la sefial y por lo tanto tiene mejor resolucion en frecuencia mientras que para
una escala mas pequena el intervalo de tiempo bajo el que se analiza la sefal es menor, lo

que implica mayor resolucion en el tiempo.

55



Capitulo 2. Teoria de Wavelets

Seftal Original

/ Mh\ﬁﬂnhnnhwrmnM ) i
Ve

Escala Traslacion
grande —tp temmmmsmmeses —

e —s e

i [y T ol

pequefia

Fig. 2.10: Proceso de escalamiento y traslacion de una senial

En resumen, podemos decir que existen dos principales diferencias entre la Transformada
Wavelet (WT) y la Transformada de Fourier de Periodo Corto (STFT):

* Latransforma de Fourier de las sefiales objeto del estudio no son calculadas.

* La anchura de la ventana se varia conforme la transformada Wavelet se calcula para

cada componente espectral.
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Luego de haber definido los principales componentes a tomar en cuenta a la hora de
realizar el calculo de la Transformada Wavelet, en las siguientes dos secciones se
estudiaran con mayor detalle los dos tipos de WT que tienen mayor importancia en el
procesamiento de sefales: la transformada wavelet continua y la transformada wavelet

discreta [17].

2.6.2 Transformada Wavelet Continua

La Transformada Wavelet Continua (CWT) pretende expresar una sefial f(z) continua en el
dominio del tiempo, mediante una expansién de coeficientes proporcionales al producto
interno entre la sefal de interés f(¢) y diversas versiones escaladas y trasladadas de la
funcién wavelet madre y(t). Si se establece ademés, que ambas funciones son de energia
finita, entonces se puede definir matematicamente la CWT por la ecuacion 2.26 que se

muestra a continuacion:
CWT(a,b)= j £t ( b)dt (2.26)
f a

Si a la ecuacion 2.26 le aplicamos el Teorema de Parseval dicha ecuacion puede expresarse
de la forma descrita en la ecuacion 2.27 en términos de la transformada de Fourier de f(?) y

de w(t), asi:

CWT(a,b)= IF Je 7 dew (2.27)

e

Tanto en la ecuacion 2.26 como en la ecuacion 2.27 se pueden observar dos nuevas
variables (a y b) las cuales fueron definidas anteriormente en la seccidon 2.6.1. Asi pues, la
variable a controla el ancho de la funcion y(?), y la variable b nos indica la ubicacion en el

dominio del tiempo de y(2).

Sin embargo, para que este andlisis sea posible y lograr a su vez una perfecta

reconstruccion de la sefial a partir de la transformada, la funcion y(z) debe cumplir con
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cierto criterio denominado condicion de admisibilidad la cual queda definida por la

ecuacion 2.28.

I w(t)dt=0 028)
w(0)=0
El cumplimiento de la condicion de admisibilidad (ecuaciéon 2.28) implica que el valor
medio de y(2) es igual a cero, lo que a su vez establece que y/(?) debe tener valores positivos
y negativos. Ademads, como w(?) es una funcion que ventaniza la sefial de interés sobre un
intervalo de tiempo dado por a alrededor de un punto ¢ = b se establece entonces que y/(?)
debe ser de soporte compacto, es decir, y(?) es una onda definida sobre un intervalo de
tiempo finito. Por otra parte, el hecho que se cumpla la ecuaciéon 2.28 significa
implicitamente que ¥(w) debe presentar un rapido decaimiento cuando w tiende a cero, lo
que hace suponer entonces que y/(?) es una funcidén ventana pasa banda en el dominio de la

frecuencia (ya que al menos en la frecuencia 0 se detiene).

Desde un punto de vista intuitivo, la CWT consiste en calcular un indice de semejanza entre

la sefial que esta siendo analizada y la wavelet madre, tal como se muestra en la figura 2.11.

Setial /VlﬂAy_’Ll\ SW]J\ Sefial /WIJ\J‘JD\
n |
Wavelet HI'J llll"r ) Wavelet |:> ""'IJ| ]rlr | Wavelet
CWT(a, b)=0.0102 CWT(a, b)=0.2247

Fig. 2.11: Procedimiento de calculo de la CWT

El proceso de calculo de la CWT de una sefial en particular puede ser descrito por los

siguientes cuatro pasos, los cuales también se ven ilustrados en la figura 2.11 [5], [17].
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1. Seleccionar la Wavelet Madre adecuada.

2. Dado los valores de a y b, calcular un coeficiente CWT(a, b) haciendo uso de la
ecuacion 2.26, que represente la correlacion entre la wavelet y la seccion de la sefial
bajo analisis. Cuanto mayor sea el valor de dicho coeficiente, mayor sera la
similitud entre ambas senales, de lo cual es importante hacer notar que los
resultados obtenidos dependerdn en gran medida de la forma de la wavelet madre
seleccionada en el paso 1.

3. Desplazar la wavelet madre en el sentido positivo del eje del tiempo y repetir los
pasos anteriores hasta que se haya cubierto la totalidad de la senal.

4. Escalar la wavelet madre en el tiempo, y repetir los pasos del 1 al 3.

La CWT es una Transformada reversible siempre que se satisfaga la condicion de
admisibilidad (ecuacion 2.28). El cual no es un requerimiento demasiado restrictivo, ya que
existen muchas funciones que pueden ser utilizadas como ondas madre y cuya integral es

cero. Para ello la funcién debe ser de caracter oscilatorio.

Asi pues, la reconstruccion en el dominio del tiempo de una sefal, si se conoce la

Transformada Wavelet Continua se logra a través de la ecuacion 2.29.

10, —”CWT )L (/j(t;b)

l,llab Cl

db da (2.29)

En donde ¢, es una constante que depende de la onda madre que se utilice y cuyo éxito en
la reconstruccion de la sefial depende de que esta constante, llamada constante de

admisibilidad, satisfaga la condicidon expresada en la ecuacion 2.30.

I d{ < o (2.30)

En donde Y() es la Transformada de Fourier de w(#). La ecuacion 2.30 implica el

cumplimiento de las igualdades expresadas en la ecuacion 2.28 [13].
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2.6.3 Transformada Wavelet Discreta

La principal idea detrds de la Transformada Wavelet Discreta (DWT) en esencia es la
misma que en la CWT. Pero en este caso, se hace uso de filtros digitales para obtener una
representacion tiempo-escala (frecuencia) de una senal digital (discreta). La CWT tal y
como se describié en la seccion 2.6.2, se calcula variando la escala de la ventana del
andlisis, desplazando la ventana en el tiempo, multiplicando por la sefial de interés e

integrando sobre todo el tiempo.

En el caso discreto, se hace uso de filtros con diferentes frecuencias de corte para analizar
la senal a diferentes escalas. La sefial se pasa por una serie de filtros de paso alto para
analizar las frecuencias altas y por una serie de filtros de paso bajo para analizar las bajas
frecuencias. La resolucion de la sefial se cambia mediante operaciones de filtrado y la

escala se cambia con operaciones de submuestreo y supermuestreo.

Submuestrear una sefal significa reducir la tasa de muestreo, eliminando algunas muestras
de la senal. Mientras que supermuestrear una sefal es incrementar la tasa de muestreo de la

sefal, afiadiéndole nuevas muestras, normalmente uno, cero o u valor interpolado [1].

Luego de esta pequena aclaracion, se puede establecer el funcionamiento de la DWT sobre
una sefal discreta x(n) la cual se hace pasar a través de un filtro de media banda de paso
alto g(n) y por uno de paso bajo /(n). El filtrado de una secuencia por un filtro digital de
respuesta impulsiva i(n) es expresado por la operacion de convolucion entre ambas sefiales

tal y como se puede ver expresado en la ecuacion 2.31 que se muestra a continuacion:
¥{n) = x(n) Oh(n)

= Zk:x(k)h(n —k)
= Zk:h(k)x(n ~k)

2.31)

En donde y(n) es la secuencia a la salida del filtro.
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Luego del filtrado pueden eliminarse la mitad de las muestras segun el criterio de Nyquist,
ya que la maxima frecuencia de la sefial (frecuencia de corte) es ahora /2 [rad/s] y no &t

[rad/s]. Puede por tanto, submuestrearse la sefial por dos tomando una muestra si y otra no.

La descomposicion anterior reduce a la mitad la resolucion en el dominio del tiempo, ya
que la sefal completa esta caracterizada ahora por la mitad de las muestras. Sin embargo, la
resolucion en frecuencias se ha duplicado, ya que el ancho de banda de la sefial es la mitad

del ancho de banda de la sefal original.

Al procedimiento descrito en el parrafo anterior se le conoce como codificacion subbanda,
el cual se repite sucesivamente a la salida del filtro de paso bajo hasta obtener una
secuencia de longitud dos. En la figura 2.12 se ilustran los primeros pasos de dicho

procedimiento.

Finalmente, la DWT de la sefial de interés se obtiene concatenando todos los coeficientes
desde el primer nivel de descomposicion. La DWT tendra el mismo numero de coeficientes

que la sefial original.

x(n) f=1[0x]

nivel 1

Coeficientes

[ =[nd ni2]

Coeficientes
nive] 2

Fig. 2.12: Algoritmo de codificacion sub-banda
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Las frecuencias mas destacadas de la sefial original apareceran con amplitudes grandes en
la region de la transformada que incluya esas frecuencias en particular. La diferencia entre
esta transformada y la transformada discreta de Fourier es que no se ha perdido la ubicacion
temporal de dichas frecuencias. Sin embargo, la resolucion de esta localizacion temporal
dependera del nivel en que aparezca la frecuencia. Si la informacion principal de la sefial
aparece en las frecuencias altas, como ocurre frecuentemente, la localizacion temporal de
estas frecuencias sera mas precisa, ya que vienen caracterizadas por un mayor nimero de
muestras. Por otra parte, si la informacion principal de la sefial aparece solo en las
frecuencias bajas, su localizacién temporal no sera muy precisa, ya que se utilizan pocas
muestras para representar la sefial en esas frecuencias. El procedimiento anteriormente
descrito, en definitiva ofrece una buena resolucion temporal en las frecuencias altas y una
buena resoluciéon en frecuencia en las frecuencias bajas. Como ya se menciono antes, este
comportamiento es adecuado para el tratamiento de la mayor parte de senales que se

encuentran en fenomenos reales.

Las bandas de frecuencias que no sean muy significativas en la sefial original, tendran
amplitudes muy bajas y se podra prescindir de esta seccion del anélisis de la DWT casi sin

perder informacion.

Es de hacer notar, que debido a los sucesivos submuestreos por dos, la longitud de la senal
debe ser potencia de dos, o al menos, un multiplo de una potencia de dos, para que este

esquema sea eficiente [17].

El disefio de una version discreta de la Transformada Wavelet consiste principalmente
indefinir un apropiado conjunto de parametros {(a;, bj)}, de escalas y traslaciones. De
forma tal que la familia de wavelets w(a; b;y) cumpla con la condicion de admisibilidad.
Entre las Wavelets que satisfacen esta condicion encontramos la Spline, la Daubechies y

aquellas variantes que particularmente generan bases ortonormales de Wavelets [6].

En la mayoria de los casos, estas wavelets se asocian a la red diddica establecida a

continuacion por la ecuacion 2.32.
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—n"J
a, 2

by =27

(2.32)

Teniendo en cuenta la expresion para las wavelets definida por la ecuacion 2.33 y en base a
los parametros definidos en la ecuacion 2.32, se obtiene la expresion de la Transformada
Discreta Wavelet, mostrada en la ecuacion 2.34, la cual relaciona la energia de la senal f(?)

y la Wavelet madre, para todos los valores enteros de j y & [6].

w,(0)=2"wlic-k)  jk0Dz o)

PWI(j k)= j £ (O (2.34)

2.7 Familias de Wavelets [1]

A lo largo de las siguientes secciones se presentaran brevemente las principales familias de

Wavelets que existen.

2.7.1 Wavelet Haar

Dentro de las Wavelets mas famosas, antiguas y ampliamente utilizadas encontramos la
wavelet Haar (la cual ya fue descrita con mayor profundidad en la seccion 2.4), sin
embargo en esta seccion se describird brevemente sus caracteristicas. La wavelet Haar se
define matematicamente por la funciéon descrita en la ecuacidon 2.35 que se presenta a

continuacion:

Haar(t) =<-1; ; <t<l (2.35)

0; otro valor
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y esta representada por la grafica mostrada en la figura 2.13. En ella se puede observar que
este tipo de wavelet es muy sencilla. Més sin embargo, es muy utilizada en el analisis de

sefales haciendo uso de las transformadas continua y discreta.

4 T T T

Qur

o

Fig. 2.13: Representacion grdfica Wavelet Haar

Entre las caracteristicas que sobresalen de esta wavelet tenemos:
* Es ortogonal.
* Presenta soporte compacto
* La funcioén escala Haar es simétrica
* La funcion wavelet Haar no es simétrica
* Presenta un solo momento de desvanecimiento
De todas las wavelets que se presentaran aqui, la wavelet Haar es la tinica que es ortogonal,

de soporte compacto y posee simetria.

2.7.2  Funcion del Sombrero Mejicano

Una de las funciones mas utilizadas como wavelet madre en el calculo de la transformada
wavelet continua (CWT) es la funcion del sombrero mejicano; la cual obtiene su nombre de

la forma que describe su grafica que puede ser observada en la figura 2.14.
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a8
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!

Fig. 2.14: Representacion grdfica de Wavelet del Sombrero Mejicano
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Esta wavelet es definida como la segunda derivada de la funcién de distribucion Gaussiana

y se representa por la ecuacion 2.36, de esta forma:

Mexh(t) =

Entre las caracteristicas de mayor importancia que esta wavelet presenta tenemos:

t2
ofi-12) 2

771/4@

(2.36)

* Es simétrica, tal y como puede observarse en la figura 2.14. Ello le permite

examinar a las sefiales de un modo simétrico y lineal en la fase, al igual que la

wavelet Haar

e Satisface la condicion de admisibilidad

¢ Presenta dos momentos de desvanecimiento

2.7.3 Wavelet Daubechies

La Wavelet Daubechies puede ser de orden N dependiendo del nimero de momentos de

desvanecimiento que se requieran en un analisis en particular. N es un entero positivo y

denota el nimero de coeficientes de filtro que tiene esa wavelet; asi pues, la Daubechies de

orden 1 (dbl) es la wavelet Haar que se estudio en la seccion 2.4 y se volvid a revisar

brevemente en la seccidén 2.7.1.
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En la figura 2.15 puede observarse la representacion grafica de una wavelet Daubechies de

orden 5 (db5), donde el nimero de momentos de desvanecimiento es igual al orden de la

wavelet. Ademas, es de hacer notar que existe una relacion del doble entre la cantidad de

los coeficientes del filtro y los momentos de desvanecimiento de la wavelet. Con este tipo

de wavelet es posible realizar el calculo de la Transformada Wavelet Continua y Discreta.

sk lIi | ;[

il i

1 1 1 1 1 1 1 1
o 1 2 E] 9 = B 7 :} £l

Fig. 2.15: Representacion grafica de Wavelet Daubechies 5

Resumiendo, se puede decir que la Wavelet Daubechies presenta las siguientes

caracteristicas:

2.7.4

Es ortogonal y biortogonal

Es de soporte compacto

No existe simetria para N > 1

Existen N momentos de desvanecimiento

La longitud del filtro es igual a 2N

Wavelet Symlets

En la figura 2.16 se puede observar la representacion grafica de la Wavelet Symlets de

orden 2 (sym2). Con esta wavelet es posible realizar la transformada wavelet continua y

discreta y posee diferentes 6érdenes N.
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a ns 1 15 2 25 3

Fig. 2.16: Representacion grafica Wavelet Symlets 2

Entre las propiedades que caracterizan a la Wavelet Symlets podemos mencionar:
* Es ortogonal y biortogonal
* Presenta soporte compacto
* Lalongitud del filtro es 2N
* La funcién escala (@) Symlets es aproximadamente de fase lineal
* La funciéon Wavelet (y) Symlets presenta N momentos de desvanecimiento que es
directamente proporcional al orden de la wavelet y es asimétrica, tal y como puede

observarse en la figura 2.16

2.7.5 Wavelet Coiflet

Una wavelet con un mayor nimero de momentos de desvanecimiento es la Coiflet, cuya
grafica puede observarse en la figura 2.17. Para cada orden diferente de la wavelet se tienen
2N momentos de desvanecimiento. Dicha wavelet puede ser simétrica o asimétrica

dependiendo del orden N de la wavelet con que se trabaje.
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Fig. 2.17: Representacion grdfica de Wavelet Coiflet 1

Entre las propiedades de la wavelet Coiflet tenemos:
* Es ortogonal
* Soporte Compacto
* La longitud del filtro es 6N
* Puede ser simétrica o asimétrica
* La funcion wavelet Coiflet presenta 2N momentos de desvanecimiento, mientras

que la funcion escala Coiflet presenta 2N-/ momentos de desvanecimiento

2.7.6 Wavelet Morlet

La Wavelet Morlet es otra funcion que Unica y exclusivamente puede ser utilizada en la
CWT. Dicha wavelet es la funcion de distribucion Gaussiana modulada por una sefal

sinusoidal y puede ser expresada por la ecuacion 2.37.

12

morl(t)=e 2e’™ (2.37)
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En la figura 2.18 podemos observar la grafica de la wavelet Morlet, la cual es simétrica y
satisface la condicion de admisibilidad. Ademds es importante hacer notar que dicha

wavelet no posee propiedades de ortogonalidad ni biortogonalidad.

1F T T T T T T T =

08 -1
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04

02

0

FiN:]

1.8

Fig. 2.18: Representacion grdfica de Wavelet Morlet

2.7.7 Wavelet Gaussiana

La Wavelet Gaussiana es otra muestra muy comun de este tipo de funciones finitas. Y se
define como la primera derivada de la funcion de densidad Gaussiana. Y matematicamente
queda definida por la ecuacion 2.38 que se presenta a continuacion:

=¢, 4k
Gauss(t,n)=C, Z e ,n (2.38)

donde C, es una constante determinada por 2 — norm de Gauss(t, n) = 1. Con esta wavelet
unicamente es posible realizar la CWT y puede ser simétrica o asimétrica segun el valor de

n. En la figura 2.19 se puede observar la Wavelet Gaussiana de orden 1.
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Fig. 2.19: Representacion grafica de Wavelet Gaussiana de orden 1

El objetivo principal de esta seccion fue presentar algunas de las familias wavelets que
existen. Sin embargo, existen algunas otras wavelets que aqui no se discuten pero que es
importante mencionarlas debido a que son parte fundamental del desarrollo de la Teoria de
Wavelets, entre estas tenemos: Wavelet Shannon, Spline, Biortogonal, Meyer, Battle-

Lemarié y muchas otras que seguramente seguiran apareciendo.

Es importante hacer notar que la caracteristica comun entre todos estos tipos de funciones
que se trataron a lo largo de esta seccion, es la de ser funciones finitas; propiedad que se

aprovecha y que es manipulada mediante las variables de traslacion y escala.
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Capitulo |11

Reduccion deruido en sefales utilizando Wavelets

3.1 Introduccion

Luego de haber presentado los fundamentos teéricos que dan origen a la Teoria de
Wavelets durante los primeros dos capitulos, en el presente se estudia con mayor detalle
una de las principales aplicaciones de dicha teoria, como es el caso de la reduccion de ruido

en seriales.

De esta forma, el objetivo principal del capitulo 3 serd presentar diversos algoritmos,
basados en la Teoria de Wavelets, destinados a reducir las perturbaciones causadas por una

sefal interferente (ruido eléctrico) sobre una senal de interés.

Se presentaran los fundamentos matematicos y las caracteristicas de dichos algoritmos en la
seccion 3.5; para finalmente llevar a cabo una evaluacion del desempefio de al menos tres
de estos algoritmos auxilidndonos de una muy potente herramienta de simulacion
matematica, como lo es MATLAB®. Y determinar, luego de dicha comparacion, aquel
algoritmo que presente los mejores resultados; el cual sera posteriormente implementado en
la plataforma de simulacion que se disefiara y que es el producto final del presente trabajo

de graduacion.
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3.2 Definicion deruido eléctrico

La principal tarea de un demodulador o detector dentro de un sistema de comunicacion es
recuperar la forma de onda emitida por un transmisor, en la medida de lo posible libre de
errores, es decir sin distorsiones. Las principales causas de la distorsion de una sefial se
pueden dividir en dos: a) efectos de filtrado del transmisor, el canal y el receptor, b) ruido

eléctrico producido por diversas fuentes.

Se definird ruido eléctrico como una mezcla de sefales aleatorias de diferente frecuencia a
la senal de interés (mensaje), pudiendo ser de una frecuencia mayor o menor a la que se
desea. Ademas el ruido eléctrico es de naturaleza indeseable, lo que provoca problemas en
la comunicacién. En la figura 3.1 se puede observar una sefal sinusoidal pura (a) y una

segunda sefal a la cual se le ha afadido ruido eléctrico (b).

n.eF
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Amplitud
Amplitud

0.2k

-ldh

-lEL

-0.EF

a 10 an k) 40 21 ED [« 0 20 3 41 bl (b}
Tiempo Tiempo

() (b)
Fig. 3.1: (a) Sinusoidal pura, (b) sinusoidal con ruido aditivo

El ruido eléctrico dependiendo de la fuente que lo produce y de su naturaleza, puede
presentarse de diversas formas, el cual en base a su comportamiento puede clasificarse en

dos categorias principales: Correlacionado y No correlacionado [21].

El ruido correlacionado es aquel que existe inicamente cuando hay una seiial presente.
Mientras que por otra parte, el ruido no correlacionado existe independientemente de la
presencia o no de una sefal. En la figura 3.2 se presenta un resumen de la clasificacion de

los principales tipos de ruido eléctrico.
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Ruido Eleéctrico

v A 4
Ruido No Correlacionado Ruido Correlacionado
A 4 A 4 \ 4 Y
Ruido Externo Ruido Interno Distorsion Distorsion de
Armonica Intermodulacion

\ 4 v
- Ruido Atmosférico - Ruido Térmico
- Ruido Extraterrestre - Ruido de Disparo
- Ruido Solar - Ruido Transitorio

- Ruido Césmico
- Ruido creado por el hombre

Fig. 3.2: Clasificacion del ruido eléctrico [21]

De la clasificacion anteriormente presentada en la figura 3.2, se pondrd mayor énfasis en el
ruido térmico, ya que este, al ser un tipo de ruido No Correlacionado se encuentra presente
en cualquier sistema de comunicacién sin importar si existe o no una sefial. Por lo que,
siempre esta presente en cualquier disefio y es también el que serd utilizado en la seccion
3.6 para llevar a cabo las simulaciones y pruebas de los diferentes algoritmos basados en
Wavelets que se analizaran. El resto de tipos de ruido eléctrico no seran definidos, ya que

no es el objetivo del presente documento.

Una causa inevitable de ruido eléctrico se debe a la movilidad de los electrones en los
medios conductores, ocasionando de esta forma el ruido térmico. Dicha movilidad de
electrones produce en los circuitos electronicos una degradacion de la sefial en forma
aditiva, es decir, la sefal recibida s(z), es la suma de la sefal transmitida f{z), y del ruido

térmico 7(z). Tal como se detalla en la ecuacion 3.1.

s(t)= () +r(r) (3.1)
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El fenomeno del ruido térmico fue observado por primera vez en 1927 por J.B. Johnson de
los Bell Telephone Laboratorios [21]. El cual se explica de la siguiente manera: un electron
en un conductor porta una unidad negativa de carga, y la velocidad media cuadratica del
electron es proporcional a la temperatura absoluta, por lo que el recorrido de cada electrén
entre las colisiones con las moléculas representa un pequefio pulso de corriente que
desarrolla un pequefio voltaje a través de los componentes resistivos del conductor. Debido
a que los movimientos del electron son totalmente aleatorios y en todas las direcciones, el
voltaje promedio es de 0 voltios de corriente directa. Sin embargo, como se trata de un
movimiento aleatorio produce componentes de corriente alterna. A este fendmeno también
se le conoce como ruido browniano, ruido Johnson o ruido blanco, ya que el movimiento

aleatorio es en todas las frecuencias.

Otra propiedad de interés de este tipo de ruido es que presenta una densidad espectral de
potencia constante en todas las frecuencias tal como se puede observar en la figura 3.3 (c),
por ello es que a una fuente de ruido térmico se le conoce también como una fuente de
ruido blanco, en analogia con la luz blanca, la cual presenta todas las frecuencias del
espectro visible.
pin)

R it=(NJ2)d1)

N2

Y
L

{a) (b)

G’_,l:_,f-:l — Hl..nﬂF — G.ml..-ﬂ

(c) (d)

Fig. 3.3: Modelo de Ruido térmico, blanco o Gaussiano
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Por tratarse el ruido blanco de una variable aleatoria, solamente puede ser modelado a
través de su PDF, la cual denota una distribucion normal o Gaussiana con media igual a
cero y varianza igual a 1, lo que implica una desviacion estandar igual a 1; tal como se
observa en la figura 3.3(a) y es denotado por la expresion de la ecuacion 3.2. También el
ruido blanco o Gaussiano puede ser representado a través de su funcion de autocorrelacion

ilustrada en la figura 3.3(b) y su densidad espectral de potencia (figura 3.3(c)).

p(n)= ajﬁ e‘l@ (3.2)

La mezcla de la sefial de interés y la sefal de ruido expresada en la ecuacion 3.1 puede
ocurrir por varias razones, entre algunos de los fendmenos que causan este comportamiento
en las sefiales se encuentran los diferentes tipos de procesamientos a los que son sometidas
dichas senales (envio de datos por lineas de transmision, radiofrecuencia, etc.). Otros
factores que provocan el incremento del nivel de ruido en las comunicaciones son el clima
y factores geogréficos, ya que al hablar de sefales que utilizan el aire como medio de
transmision, se presenta el ruido térmico y se producen los fendmenos de reflexion,
difraccion, dispersion y refraccion; los cuales son fenomenos que permiten que las sefiales

se mezclen aunque tengan diferentes componentes de frecuencia.

En la practica, el nivel de ruido de una transmision en general, queda definido por la
Relacion Senial a Ruido (SNR), la cual expresa la relacion que existe entre la potencia de la
sefial de interés (mensaje) P y la potencia de la sefial de ruido P, relacién que es definida
por la ecuacion 3.3. Dicha relacion generalmente es expresada en decibeles (dB), esto con

el fin e facilitar el manejo de la informacion.

SNR = 1010g§ [dB] (3.3)

n
Si las resistencias de entrada y salida del amplificador, receptor o red son iguales, la

ecuacion 3.3 puede expresarse como la relacion entre el voltaje de la sefial de interés Vy el

voltaje de la sefial de ruido V), tal como se ve expresado en la ecuacion 3.4.
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SNR = 2010gZS dB] (3.4)

n

Cuando el valor del SNR es positivo (Ps > P, 6 Vi > V,) implica que existe una ganancia a
la salida del receptor; mientras que por otra parte, cuando el valor del SNR de una sefial
obtenida a la salida del receptor es negativo (P, < P, 6 V, < V,) se dice que existen
pérdidas. Aunque el decibel es la unidad més ampliamente utilizada, existen otras unidades
que se derivan de ella y que tienen un uso especifico, para mayor detalle obsérvese la tabla

3.1.

Unidades derivadas del decibel (dB)

UNIDAD UNIDADES REFERENCIA uSO

dBa Potencia 10w Ruido

dBm Potencia 1 mw Comunicaciones
dBrn Potencia 102w Ruido

dBvV Voltaje 1V Amplificadores
dBmV Voltaje 1mVv Comunicaciones
dBpv Voltaje 1pv Cktos. Integrados
dBw Potencia 1w Comunicaciones
dBx Potencia -90 dB Referencias

Tabla 3.1: Variantes del decibel y sus usos

3.3 Procedimiento general dereduccion deruido

Entre algunas de las aplicaciones que tiene la Transformada Wavelet se encuentran:
e Deteccion de discontinuidades
* Evolucion a largo plazo
* Identificacion de frecuencias puras
* Eliminacién de senales
* Compresion de imagenes

¢ Reduccion de ruido en sefales, etc.
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Para cada una de las aplicaciones antes mencionadas, se pueden distinguir entre ellas,
aquellas que utilizan Unicamente la Transformada Wavelet (WT) y aquellas aplicaciones
que hacen uso conjuntamente de la Transformda Wavelet (WT) y la Transformada Inversa
Wavelet (IWT), como es el caso de la reduccion de ruido. Aplicacion sobre la cual (tal y

como se expuso durante la introduccion de este capitulo) centraremos este trabajo [15].

El problema de la limpieza de ruido, o en el mejor de los casos, la reduccion del nivel de
ruido; es un tema que avanza lentamente debido principalmente a la variedad de sefiales y
ruido que existen. Para simplificar el presente estudio se considerardn unicamente sefiales
deterministicas y ruido blanco Gaussiano de media nula y varianza igual a la unidad, tal y
como ya se habia especificado anteriormente en la seccion 3.2, lo cual es una aproximacién

bastante cercana a la realidad.

Tal y como se expuso en la seccion 2.4, el Andlisis Multiresolucion nos permite separar el
comportamiento general y el detalle de una sefial y luego reconstruir en forma correcta la
sefal original a partir de la descomposicion Wavelet. Para nuestro caso, si se establece un
umbral sobre los coeficientes wavelet con el fin de reducir su numero eliminando los
coeficientes de valores pequefios (considerados como ruido) y dejando solamente aquellos
coeficientes considerados como significativos de acuerdo a un cierto criterio, entonces, al
realizar la reconstruccion unicamente se obtendra una aproximacion de la sefial original. La
idea principal es que una version mas clara de la sefal original resulte cuando solo las
componentes mas significativas son retenidas. El criterio de seleccion del umbral 6ptimo se
basa principalmente en parametros estadisticos como la desviacion estandar, desviacion

media absoluta, etc.

El proceso genérico para reducir el ruido de una sefial utilizando la WT puede describirse
por los siguientes pasos [5]:
1. Escoger una Wavelet, un nivel y calcular los coeficientes de descomposicion
Wavelet de la sefial s(2) en el nivel J.
2. Aplicar un umbral a los coeficientes de detalle, desde el nivel 1 hasta el J. El calculo

de dicho umbral y la forma de aplicarlo, determinara el resultado del proceso.
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3. Calcular la IWT y a partir de ella reconstruir la senal, basandose en los coeficientes

de la aproximacion y los coeficientes modificados del detalle.

Los pasos descritos anteriormente pueden ser representados como se detalla en la figura

3.4.

Transformacion Seleccion Transformacion n
s(m) —» Base Umbral Base Inversa ~ [—  S(M)

A 4

A 4

Fig. 3.4: Esquema de proceso de reduccion de ruido con wavelets

Las condiciones que se le exigen a dicho proceso de reduccion de ruido son que se
minimice el error cuadratico medio, es decir que se maximice el SNR resultante, y que la
sefal obtenida sea al menos tan suave como la sefial inicial, para evitar que, aunque se
cumpla la primera condicidn, aparezcan picos en la sefial resultante, los cuales se pueden

confundir con informacion presente en la sefial [10].

3.3.1 Criteriosdeumbral

Existen varios métodos para la reduccion de ruido basados en la Transformada Wavelet, los
cuales seran discutidos mas adelante en la seccion 3.2, y que cumplen los requisitos
mencionados en el parrafo anterior. La principal diferencia entre dichos métodos es la
forma de realizar el calculo del umbral y la manera de aplicarlo a los coeficientes de
detalle. El hecho de establecer un umbral significa que todos los coeficientes Wavelet, o
pertenecientes al detalle de la sefial, que resulten ser menores que el valor del umbral seran
igualados a cero ya que ellos pueden ser omitidos sin afectar en forma substancial las

caracteristicas principales de los datos de entrada [5].

Lo primero que hay que saber es que dichos métodos se pueden clasificar en métodos de
reduccion de ruido lineal y no lineal. Los métodos lineales son aquellos que son
independientes del tamafo empirico de los coeficientes de la sefial, por lo que no son
tomados en cuenta. Estos se fundamentan en que el ruido se encuentra principalmente en

los coeficientes finos de escala, de este modo elimina todos los coeficientes con una escala
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mas fina que cierto umbral de escala A. Si los coeficientes wavelet son {d;;}, entonces ellos
se relacionan de la forma expresada en la ecuacion 3.5.

g = 0 ,j=2A (35)
sk dj,k 9j</1 .

Por otra parte, los métodos no lineales se basan en la idea de que el ruido se encuentra en

cada coeficiente y esta distribuido sobre todas las escalas.

Los métodos no lineales pueden ser aplicados en dos versiones el umbral suave y el umbral
duro [5], [14], [15]. El umbral duro elimina los coeficientes que se encuentran por debajo

de cierto umbral que se escogid con anterioridad, tal y como lo detalla la ecuacion 3.6.

_ s(t) >
)= 0 <A

t

(3.6)
t

En la ecuacion 3.6, s(?) representa a la sefal que esta siendo analizada y A es el umbral que
ha sido elegido previamente. El umbral suave, por su parte, es una extension del umbral
duro, ya que este elimina los elementos de menor valor y envia a un valor determinado el

resto de ellos. Este proceso es descrito por la ecuacion 3.7 que se muestra a continuacion:

Sign(t)(t| = A) )| > A
S(t): 0H <A

t

(3.7)

En la figura 3.5 que se muestra a continuacion se muestra el ejemplo de una funcién que ha
sido tratada con ambos métodos. Es importante hacer notar que el umbral duro genera

discontinuidades en s(?) = &= A, mientras que por otra parte, el umbral suave no lo hace.
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0.5 0.5 05
0 o o
-05 -05 -05
-1 -1 -1
-1 0 [ 0 [ 0 1
(a) (b) (c)

Fig. 3.5: Comportamiento de métodos no lineales de reduccion de ruido. (a) Serial original,

(b) Umbral duro, (c) Umbral suave

3.4 Algoritmos dereduccion deruido basados en la teoria de wavelets

Con la finalidad de introducir el estudio de diversos algoritmos cuyo objetivo es la
reduccion de ruido y que se fundamentan en la Transformada Wavelet, se parte de una leve
modificacion a la ecuacion 3.1 y que se detalla en la ecuacion 3.8 que se presenta a

continuacion:

s(n)= f(n)+or(n) (3.8)

en donde f(n) es la senal de interés que se desea transmitir, 7(n) es ruido blanco Gaussiano y
o es un estimador del nivel de ruido presente en la senal resultante s(n). El objetivo de todos
los algoritmos que se estudiaran en la presente seccidn sera recuperar la sefal f(n)

suprimiendo el ruido presente en la sefal s(n) o bien lograr una estimacion lo mas cercana

posible a f(n) [5].

Tal y como se describi6 en la seccion 3.3, el procedimiento para reducir o eliminar ruido en
una sefial requiere de tres etapas, a continuacidén los volveremos a mencionar de una
manera mas especifica y con el fin de definir la nomenclatura que se utilizara para el
estudio de los diversos algoritmos. Para referirnos a la Transformada Wavelet Discreta

hacemos uso de la ecuacion 3.9:
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X(a,b)= DWT{x(n} (3.9)

y su transformada inversa es definida por la ecuacion 3.10:

x(n) = IDWT{X (a,b} (3.10)

Ahora se pueden definir las tres etapas necesarias para la reduccion de ruido de la siguiente
manera [14]:

1. Descomposicion: Seleccionar una Wavelet (4, 5) con la cual se va a trabajar y elegir

un namero J de niveles de descomposicion (resolucion) a calcular. Luego calcular

la DWT de la senal s(n), como lo detalla la ecuacién 3.11:

S(a,b)= DWT{s(n),h, ,,J} (3.11)

2. Umbral: Esta es la etapa medular del proceso. Para cada coeficiente (nivel de
descomposicion) de 1 a J, se selecciona un umbral A y luego se aplica umbral duro
o suave a cada uno de dichos coeficientes. Esto con el fin de eliminar los
coeficientes de mas baja energia. Para esto definiremos un operador u{} que
determine el calculo del umbral (ecuacion 3.12) y un segundo operador D{} que
realice el proceso de reduccion de ruido (ecuacion 3.13) y de esta manera obtener

los coeficientes limpios de ruido definido por Z{a,b}.

A =u{S(a,b} (3.12)

2(a,b) = D{S(a,b), 1} (3.13)

3. Reconstruccion. Realizar el calculo de la Transformada Inversa Wavelet Discreta
haciendo uso de las modificaciones que se han hecho a los coeficientes, lo cual es

descrito por la ecuacion 3.14:

z(n)=IDWT{Z(a,b} (3.14)

Luego de describir de manera general el proceso de reduccion de ruido y definir la

nomenclatura a utilizar en los diferentes algoritmos que se estudiaran a continuacion, es
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necesario sefialar la importancia que tiene la eleccion del tipo de umbral y la forma en que
se calcula dicho umbral. Ya que, como se menciono anteriormente el método del célculo

del umbral es lo que hace realmente la diferencia en cada algoritmo.

Existen una gran variedad de métodos para elegir el valor del umbral A y pueden ser
agrupados en dos categorias: umbrales globales y umbrales dependientes del nivel. Los
primeros son aquellos en los cuales se selecciona un valor fijo de A para ser aplicado
globalmente a todos los coeficientes wavelets S(a, b) que corresponden a los valores dx
definidos en la seccion 3.3.1.Mientras que los umbrales dependientes del nivel, son
aquellos que tienen la posibilidad de un valor diferente de umbral A, para cada nivel de

resolucion o escala dado.

Todos los umbrales requieren de una estimacion de los niveles de ruido, para lo cual no se
utiliza la desviacion estandar usual de los valores de los datos. Sino que se hace uso de un
algoritmo propuesto por Donoho y Johnstone en 1994 [15], en el cual, ellos realizan el
calculo de una variable que consideran un estimador en el dominio wavelet y de esta
manera sugieren un estimador robusto que esta basado en la desviacion media absoluta y
toma en cuenta solamente los coeficientes empiricos de wavelets en los niveles de escala
mas finos, ya que estos son los que concentran la mayor cantidad de ruido. Este estimador

de los niveles de ruido (o) esta dado por, la ecuacion 3.15:

d
Z ‘ - ”“ (3.15)
0.6745
En donde J denota el nimero de niveles de descomposicion. Dicho estimador o, se aplica
en los diferentes algoritmos de reduccion de ruido que se estudiardn en las siguientes

secciones.

3.4.1 Algoritmo Minimax [1], [4], [15]

El primer algoritmo que serd estudiado es el Minimax, el cual hace uso del principio
minimax que se utiliza en estadistica para el disefo de estimadores. En este algoritmo, la

reduccion de ruido de la senal puede ser interpretada como el estimador de una regresion de
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una funcion desconocida, el umbral minimax Ay es la variable que obtiene el minimo de un
conjunto de valores dados del méximo error cuadratico medio, también conocido como

riesgo.

Este algoritmo fue el primero en conocerse y fue desarrollado por Donoho y Johnstone en
1994 y hace uso de un umbral que minimiza el término constante en el riesgo de la
estimaciéon de una funcion. El optimo umbral Minimax propuesto, el cual depende del

tamafo n de las muestras es descrito por la ecuacion 3.16:

/]M =0-/1’; (3.16)

donde A, es definido como el valor de A y es dado por la ecuaciéon 3.17, como sigue:

A =inf, supd{ - R,(d) } (3.17)
n

+ Roracle (d)

Donde R;(d) = E(0,(d) — d)z Y Roracie(d) es el riesgo ideal calculado con ayuda de uno de los
dos oraculos. Uno de ellos denominado Diagonal Linear Projection (DLP), el cual indica
cuando “mantener” o “anular” cada uno de los coeficientes wavelet. Y el otro es el
Diagonal Linear Shrinker (DLS), el cual nos dice cuando escoger cada coeficiente wavelet.
El riesgo ideal calculado para cada uno de los oraculos esta definido por las ecuaciones

3.18 y 3.19, que se expresan a continuacion:

RO (d): =min(a2.1) (3.18)
dZ
mecte () S (3.19)

donde la expresion min(.) denota el valor minimo de d”.
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3.4.2 Algoritmo Fixed form threshold [1], [4], [19]

Este segundo algoritmo también fue propuesto y desarrollado por Donoho y Johnstone en
1994 y recibe el nombre de fixed form threshold, universal threshold o visushrink. Y fue
propuesto como una alternativa al uso de umbrales Minimax. En dicho algoritmo hacen uso

de un umbral fijo, el cual esta definido por la ecuacion 3.20.

Ay = 0+[210g(N) (3.20)

En donde el umbral Ayn; es funcion de N, la cual representa la longitud de la sefial a limpiar
y o es el estimador de los niveles de ruido que ya ha sido definido por la ecuacion 3.15.
Esto provoca que el umbral varie de acuerdo con la longitud de la senal. Es decir, que para

una sefial de mayor tamafio el umbral serd mayor que para una sefial de menor tamafo.

Este umbral universal (ecuacion 3.20) es sustancialmente mdas grande que el umbral
minimax descrito por la ecuacion 3.16 para cualquier valor particular de N. Como resultado
de este fenomeno, la reconstruccidon incluird menos coeficientes, lo que representa una
estimacion, lo cual es el mejor balance para el proceso de limpieza, ya que se distribuye
mejor la estandarizacion de los coeficientes que en la estimacion minimax. Otra
caracteristica importante es que este umbral tiene una alta probabilidad que garantiza que
todas las muestras de la DWT en las cuales la funcidén analizada es exactamente cero, seran
estimadas como cero. Este algoritmo al igual que el Minimax, son catalogados dentro de los

métodos de umbral global.

Una cuestion importante que se debe aclarar es el por qué el umbral depende de la longitud
de la sefial. La explicacion radica en que si agregamos mas muestras aumenta la
redundancia de la sefial, es decir, hay menos informacion nueva en las nuevas muestras de
las que hay en las primeras muestras. En el dominio wavelet, esto significa que el nimero
de los coeficientes importantes esta creciendo escasamente y toda la informacion esta
concentrada en un nimero limitado de coeficientes. De esta forma, el nimero total de

coeficientes de ruido es proporcional a n al igual que el nimero de coeficientes que tienen
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la informacion, solo que se guarda una relacion que esta determinada por el umbral

universal.

3.4.3 Algoritmo Rigorous SURE [1], [4], [15]

Los dos algoritmos presentados anteriormente coinciden en ser de umbral global, sin
embargo el algoritmo Rigorous SURE propuesto también por Donoho y Johnstone en 1995
introduce un esquema que utiliza los coeficientes de las wavelets de tal forma que para cada
nivel de escala a exista un umbral A, A este algoritmo también se le conoce como
Sureshrink porque se basa en la aplicacion del Estimador de Riesgo Imparcial de Stein
(SURE, por sus siglas en inglés), el cual es un estimador de umbral suave. También es

conocido como Funcion de pérdida cuadratica.

Lo primero que se hace es obtener una estimacion de riesgo para un valor de umbral en
particular. Reducir el riesgo o pérdida en ese valor nos da una seleccion del valor del
umbral. El valor final del umbral, después del procedimiento matematico esta dado por la

ecuacion 3.21.

: S\a, b
Asure =arg m|n0<A<AUN,SURE(/],(C;)) (3.21)

Dondea =ay, ..., J—1; b =0, 1, ..., 1. Aunr fue definido por la ecuacion 3.20; S(a, b)
son los coeficientes de la DWT y ¢ ya fue definido por la ecuacion 3.15. El operador arg
min denota que se utilizardn los elementos menores del estimador SURE cuya relacion

matematica esta definida por la ecuacion 3.22.

SURE(A; X)=n-20{i: X< A +[min(x,, A) (3.22)

En 3.22 el simbolo [] denota la cardinalidad del conjunto {i : ‘X i‘ < A} . Para el caso de los

g

coeficientes DWT la variable X' se cambia por el coeficiente
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3.5 Simulacién de algoritmos para reduccion deruido

El objetivo de la presente seccidn sera llevar a la practica los fundamentos de la teoria de
Wavelets que fueron establecidos anteriormente a lo largo de este documento, y mas
especificamente en la aplicacion de reduccion de ruido en sefales. Para conseguir esto nos
auxiliaremos de una potente herramienta de simulacion y calculo matematico, como lo es
MATLAB® 7 Release 14 y su Toolbox de Wavelets. Con dicha herramienta se llevaran a
cabo una serie de simulaciones de los diversos algoritmos que se presentaron en la seccion
3.4, para que finalmente se concluya este capitulo con una comparacion entre dichos
algoritmos y de aqui dar paso a la seleccion de aquel algoritmo que arroje los mejores
resultados; y de esta manera desarrollar la plataforma de simulacion la cual es el fin ultimo

del presente trabajo de graduacion.

3.5.1 Déefinicion de sefiales de prueba

Con el fin de llevar a cabo las diversas simulaciones se definiran un conjunto de sefales de
prueba que son una recopilacion de ecuaciones definidas por diferentes autores, las cuales
fueron desarrolladas para evaluar el comportamiento de los algoritmos ante las diferentes

propiedades que cada una de ellas presentan.

Las sefiales que aqui se presentaran han sido utilizadas en diversos estudios de wavelets

realizados por Marron, Adak, Johnstone, Neumann y Patil en 1998 [4].

A continuacion se definen las funciones que serviran para nuestro estudio [4]:

1. Funcion Cuadrada (Step): Las caracteristicas de saltos repentinos
(discontinuidades) que presenta la sefial cuadrada son una buena prueba para
evaluar la velocidad de reaccion de los diversos algoritmos. Por estas mismas
caracteristicas dicha funcion es muy dificil de estimar a través de métodos lineales
no asi a través de métodos no lineales. La funcién que aqui se evaluara esta definida
por la ecuacion 3.23, en donde | (13, 3/4)(x) denota los valores de x que estan entre 1/3

y 3/4 y que puede observarse en la figura 3.6 (a).
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2.

3.

4.

£(x)=0.2+0.61,5 5,4 (x) (3.23)

Funcion de Ondas: Esta funcién es el resultado de la suma de dos sefiales
sinusoidales, la principal caracteristica que presenta esta sefial es que es menos
suave que las sefiales sinusoidales normales, lo que nos servira para evaluar el
comportamiento de los diferentes tipos de wavelets en base a los momentos de
desvanecimiento que cada una de ellas presentan. Con este tipo de sefial, los
resultados obtenidos al aplicar métodos lineales son comparables a los obtenidos al
aplicar métodos no lineales. En la ecuacion 3.24 se puede observar la expresion
matematica de dicha funciéon. En la figura 3.6 (b) se muestra la representacion

grafica de dicha funcion.

£,(x)=0.5+0.2Cos(47x) + 0.1Cos (24 7x) (3.24)

Funcion Cresta: Este tipo de sefal se obtiene al sumar una funcion lineal y la
funcion de distribucion de Densidad Gaussiana. El salto repentino que dicha funcion
describe, es de gran utilidad para evaluar velocidad de reaccion y a la vez el
comportamiento frente a una sefal suave. La forma de onda y la ecuacion que
describe a este tipo de funcidon se pueden observar en la ecuacion 3.25 y la figura

3.6 (c) respectivamente.

£i(x)= (0,32 +0.6x +0.3¢ 7100003 )[(o, 05) (%) (3.25)

+ (— 0.28 +0.6x + 0.3¢ 100013’ )’(0,8, y(x)

Funcion de bloques: Esta sefal es semejante a la funcién cuadrada presentada
anteriormente, la diferencia radica en que esta presenta diferentes amplitudes entre
en cada uno de los saltos. La grafica de esta sefial se presenta en la figura 3.6 (d) y

queda perfectamente definida por la ecuacion 3.26.

fild)=2hKlx-1)

K(x) _ I+ sgn(x)

(3.26)
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En donde:
(t)=1(0.1,0.13, 0.15, 0.23, 0.25, 0.40, 0.44, 0.65, 0.76, 0.78, 0.81)
(h))=(4,-5,3,-4,5,-42,2.1,4.3,-3.1,5.1, -4.2)

5. Funcion Bumps: Este tipo de sefal se caracteriza por presentar saltos repentinos y
picos muy pronunciados, por lo cual es un verdadero reto para cualquier método de
reduccion de ruido. Esta funcion es muy similar a una sefial de ruido impulsivo que
es muy comun encontrar en los sistemas de distribucion de energia eléctrica. La

funcién Bumps y su expresion pueden ser observadas en la ecuacion 3.27 y la figura

3.6 (e) respectivamente.
xX—t j

A=k 7 o

k()= (e )

En donde:

() =(0.1,0.13, 0.15, 0.23, 0.25, 0.40, 0.44, 0.65, 0.76, 0.78, 0.81)
(hj)=(4,5,3,4,5,42,2.1,43,3.1,5.1,4.2)

(w;j) = (0.005, 0.005, 0.006, 0.01, 0.01, 0.03, 0.01, 0.01, 0.005, 0.008, 0.005)

6. Funcién de Angulos: Esta funcién presenta cambios repentinos en su pendiente y
permite evaluar la funcion triangular que se presenta en una parte de dicha onda. La
forma de onda descrita por la ecuacion 3.28 y que se ve ilustrada en la figura 3.6 (f)
describen perfectamente este tipo de funciones.

fo(x) = (2x+0.5)1 ¢ 15 (x) + (- 12(x = 0.15) + 0.8)7 g 15 o (x) + 0.27 5 5, (%)
+(6(x = 0.5)+0.2)1 5 6, (x)+ (= 10(x = 0.6) + 0.8)7 . .5, (¥)
+(=5(x =0.65) + 0.3)1 45, .55, (x) + (2(x = 0.85) + 0.2)7 s, (¥)

(3.28)

7. Funcion Senoidal desplazada en el tiempo: Tal y como su nombre lo indica, esta
funcion no es mas que una sefal sinusoidal desplazada en el tiempo. Este tipo de

funcion sera de utilidad para evaluar el desempefio de los algoritmos para la
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reduccioén de ruido frente a sefiales suaves. En la ecuacion 3.29 se describe la forma
matematica de dicha funcién, y en la figura 3.6 (g) describe su representacion

grafica.

f5(x)=0.38en(3n(g(g(g(g(x)))) + x) + 0.5

g(x) _I- Czs(m)

(3.29)

8. Funcion Esquina: Como ultima funcidon a presentar y que posteriormente se
evaluara a través de las diferentes simulaciones, tenemos la funcion Corner
(esquinas). La particularidad de este tipo de funcién es que presenta una
combinacion de crestas suaves y valles rigidos. La funcién matematica que describe
este comportamiento se detalla en la ecuacion 3.30 y en la figura 3.6 (h) se puede
observar su forma de onda.

filx)= [m:;(gﬂg(xﬁ 0.6

2(x) = 623872 (1= 4x)1 .o, (x) +187.161(0.125 + x* c* I, o (x)
+3708.470441(x =1)° 1 ¢ ,, (x)

(3.30)

Luego de haber finalizado la descripcion de las diferentes sefales de prueba que se
analizardn en nuestras simulaciones, con el fin de evaluar el desempeino de los algoritmos
para reduccion de ruido, se definiran a continuacion en el apartado 3.5.2 los parametros que
seran tomados en cuenta a la hora de llevar a cabo dichas simulaciones. Asi también, se
detallara paso a paso el procedimiento que se lleva a cabo para “limpiar” a una senal de
nuestro interés de la perturbacion del ruido blanco, esto con el fin de presentar a manera de
ejemplo el proceso que se ejecutara en las diversas combinaciones de simulaciones; ya que

no seria practico evaluar por separado cada una de estas combinaciones.
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1Funu:iu.‘un Cuadrada (a) 1Funu:ién de Ondas (b) 1Funu:iujn de Cresta (c] 1Funu:iu.‘un de Blogques (d)
0.8 0.8 0.8 1 08
0.6 0.6 0.6 1 06
0.4 0.4 0.4 1 0.4
0.z 0.z 0.z 1 0.2
DD 2000 4000 |ZIIZI 2000 4000 |ZIIZI 2000 4000 EIIZI 2000 4000
1 Funcian Picos () 1 Funcidn Angulas (f) 1 Funcidn Seno (g) 1 Funcidn Esquina (h)
0.8 0.8 0.a
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0z 0z 0.z
DD 2000 4000 IZIIII 2000 4000 IZIIII 2000 4000 DIII 2000 4000

Fig. 3.6: Seiiales sintéticas de prueba con n = 4096 muestras

3.5.2 Definicion de parametros de simulaciones

Los resultados que se obtengan de las simulaciones realizadas pueden variar ampliamente
de simulacién en simulacion, ya que los algoritmos de reduccion de ruido dependen de
muchas variables, tales como: numero de muestras, tipo de umbral, tipo de wavelet, serial
de prueba, relacion senial a ruido y nivel de descomposicion. Asi pues, debido a la gran
cantidad de parametros involucrados en las simulaciones es evidente que no seria practico
presentar en este trabajo todos los resultados posibles a partir de la combinacion de las
diferentes variables; por lo que se definirdn ciertos limites para el presente trabajo los

cuales se detallan en la tabla 3.2 que se muestra a continuacion:
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Parametro Valor
Numero de muestras (1) 128, 512, 1024, 2048 y 4096
Nivel de descomposicion (J) 7,9,10,11, 12
Tipo de umbral Suave y Duro
Tipo de Wavelet Haar, Daubechies, Coiflets y Symlets (de orden 5)

Relacion Sefial a Ruido (SNR) | 3dB

Sefiales de prueba Todas las estudiadas en el apartado 5.3.1

Tabla 3.2: Delimitacion de variables para simulaciones en MATLAB®

En la tabla 3.2 encontramos dos parametros que se encuentran intimamente ligados en este
tipo de analisis, tal es el caso del numero de muestras y del nivel de descomposicion, esta
relacion se ve reflejada en la ecuacion 3.31.

n=2" (3.31)

De aqui los valores mostrados en la primera y segunda fila de dicha tabla. Posteriormente, a
las sefiales de prueba que se definieron en la seccion 3.5.1 se les agregard ruido blanco
Gaussiano con N(0, 1). Se tiene ademas una relacion sefial a ruido igual a 3dB, lo cual
denota que existe una ganancia en la sefial recibida con ruido. Mientras que la eleccion de
las wavelets escogidas obedece a que todas ellas son ortogonales, con lo que se garantiza la
estabilidad del analisis. Y finalmente, se evaluaran ambos umbrales (suave y duro) y de esta

manera poder comparar el comportamiento de ambos analisis.

Con la finalidad de evaluar el desempeiio de los algoritmos, se hard uso del Error
Cuadratico Medio (MSE, por sus siglas en inglés), el cual compara las senales de salida,
luego de haber sido procesada por el algoritmo, con las sefales originales. Esta relacion

puede ser representada de la forma que se muestra en la ecuacion 3.32 [17]:

MSE=1Y (1 - 1. (3.32)

n i
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donde f representa los valores de la sefial original, dentro de las » muestras existentes,
mientras que f, se refiere a la sefial reconstruida a partir de los coeficientes wavelets sin

ruido, esto luego de aplicar el umbral respectivo.

Es importante sefialar que si las sefiales /'y f. son iguales, el valor del MSE, tal y como se
puede apreciar en la ecuacion 3.32, es igual a cero. Ello implica que una sefial con un valor
de MSE muy cercano a cero sera una mejor estimacion de la sefial original que aquella que

este mas alejada del cero.

3.5.3 Simulacién de algoritmos utilizando MATLAB®

En la seccion 3.4 ya fueron definidos matematicamente los algoritmos de reduccion de
ruido que seran simulados, en este punto se esta listo para presentar la manera en la cual
nuestra herramienta de simulacion (MATLAB®) procesa dichos algoritmos, ya que ella en
algunos casos difiere de la teoria presentada. Estas diferencias radican en que los
algoritmos de los programas implementados en el Wavelet Toolbox de MATLAB®
suponen que se trabajara con ruido blanco Gaussiano y por ende se tiene la forma N(0, 1),
donde se denota la distribucion normal, la media igual a cero y la desviacion estandar o
igual a uno, por lo que muchos célculos se simplifican . Ahora bien, si se desea tomar en

cuenta la variable o, esta puede ser calculada haciendo uso de la ecuacion 3.15.

A continuacién se presenta la forma en que MATLAB® interpreta cada uno de los
algoritmos:

1. Algoritmo Minimax. Este algoritmo es interpretado por MATLAB® como se detalla
en la ecuacion 3.33. En este caso lo que se hace es evaluar la longitud de la sefial
con ruido y en caso de que esta sea menor a 32 muestras el umbral es cero, en caso
contrario se aplica la ecuacion correspondiente para calcular el umbral. En la
ecuacion 3.33 se puede observar que este es un umbral global, ya que el valor de Ay

es el mismo para todas las muestras analizadas.
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0 ,n <32
(3.33)

A

0.3936 + 0.1829[105’(”)] n>32
log(2)

2. Algoritmo Fixed form Threshold. Para la implementacion practica de este algoritmo
MATLAB® hace uso de la misma expresion de la ecuacion 3.20, sin embargo, la
estimacion que aqui tiene lugar es que el nivel de ruido o = 1, lo cual simplifica atin

mas este algoritmo.

3. Algoritmo Rigorous SURE. Nuestra herramienta de simulacion contiene también un
programa que realiza el calculo de umbral para este algoritmo, el cual esta

implementado segun las ecuaciones 3.34 y 3.35.

Y [s(a.b) +{n-1:d|{a.§f
SURE,, =n—=2{1:n} + <= (3.34)
n

3.35
/ISUREM =\/‘S(a’b)‘12nin(SUREM) -

Ahora que se ha definido la forma en que MATLAB® interpreta cada uno de los
algoritmos, se procedera a presentar la forma en que las diversas sefiales sintéticas de
prueba seran analizadas por cada uno de los algoritmos. El procedimiento que se describira
a continuacion tendra un fin ilustrativo, ya que los resultados completos de los analisis

seran presentados en forma detallada en el apéndice B.

En el Apéndice A se pueden encontrar el conjunto de programas desarrollados y que se
utilizaron para llevar a cabo las simulaciones de los algoritmos de reduccion de ruido en sus
diferentes combinaciones de parametros, cuyos resultados se pueden consultar en el

Apéndice B, como ya se establecio en el parrafo anterior.
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En el presente apartado se describira el funcionamiento de los programas, asi como el

proceso que el software sigue para obtener los resultados mostrados en el apéndice B.

El primer paso es construir las sefiales de prueba que se utilizaran en nuestro analisis, esto
se logra a través la funcion ConstruirSignal.m y del script GenerarSignals.m. Los cuales
estan basados en las expresiones matematicas de las funciones sintéticas de prueba ya antes
definidas en el apartado 3.5.1 y que se pueden observar en la figura 3.6. Luego de esto, se
agrega Ruido Blanco Gaussiano de la forma N(0, ) a cada una de las senales de prueba, lo

cual se logra a través de las ecuaciones 3.36 y 3.37, definidas a continuacion:

d\f,
Stds = 10 0%) éj{;}&x» (336)
e(n) = randn(size(f, (x)))Stds (3.37)

donde SNR es la relacion Sefial a Ruido, que para el presente estudio se ha utilizado un
valor de 3dB; fi(x) representa a cada una de las sefiales de prueba (Cuadrada, Ondas,
Cresta, Bloques, Picos, Angulos, Seno Desplazado en el Tiempo y Esquinas;, e(n)
representa al ruido blanco Gaussiano que serd sumado a la sefial de prueba generado por la
funcién randn y donde la expresion size(fi(x)) es equivalente al numero de muestras n
utilizada para generar las sefiales de prueba. En la figura 3.7 se puede observar una muestra
del conjunto de sefiales de prueba con el ruido blanco agregado, la cual es generada con el
script GenerarSignals.m; en el cual también se lleva a cabo la mezcla de las sefiales de

prueba con el ruido blanco Gaussiano.

Luego de obtener las sefiales de prueba con el ruido mezclado, se procederd a calcular
algunos parametros de interés para nuestro analisis, como son el umbral (7) el cual
establece el nivel de los coeficientes que seran suprimidos dependiendo del tipo de umbral
que se utilice (suave o duro). El segundo parametro es el Error Cuadratico Medio (MSE),

el cual sera de utilidad al momento de evaluar el desempefio de cada uno de los algoritmos.
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1 Cuadrada con Ruida 1 Ondas con Ruida Cresta con Ruido 1 Blogues con Ruido
0.8 0.g 0.8
06 0E 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0z 0.2
DD 2000 4000 IjEI 2000 4000 EIIZI 2000 4000 DD 2000 4000
1 Ficos con Ruidao 1 Angulos con Ruido 1 Seno con Ruido 1 Esquinas con Ruido
0.8 0.8 0.6 0.g
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4
0z nz 0.2 0.2
DD QDﬁD ADIDD DD EDhD 4DﬁD EID EDﬁD 4DﬁD DD QDIDD ADﬁD

Fig. 3.7: Seiiales sintéticas de prueba con ruido, n = 4096 y SNR = 3

Para obtener el valor del umbral A, Matlab® y el Wavelet Toolbox® hacen uso de la
funcién thr = thselect(y, tptr). Donde y representa a la sefial de prueba con ruido y ptr al
algoritmo de reduccion de ruido que se esta evaluando (Rigorous SURE, ‘rigrsure’. Fixed
form Threshold, ‘sqtwolog’. Heuristic SURE, ‘heursure’. Minimax, ‘minimaxi’). El
algoritmo Heuristic SURE no es evaluado en el presente estudio, ya que es una mezcla de
Rigorous SURE y Fixed form Threshold, esta funcion se puede observar con mas

detenimiento en el script Denoising.m del Apéndice A.

Por otra parte, para llevar a cabo el célculo del Error Cuadratico Medio (MSE) se hace uso
de la funcion mse(f, y), donde frepresenta a la sefal original, mientras que y representa a la
sefial recuperada a partir de la muestra con ruido, este proceso es perfectamente descrito

por la ecuacion 3.32, y puede encontrarse en el script Denoising.m.
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En la tabla 3.3, se puede observar a manera de ejemplo, el conjunto de pardmetros
obtenidos a partir de los procedimientos anteriormente descritos para el calculo del umbral

y el MSE.

Algoritmo: Minimax
Umbral Suave
Wavelet Daubechies 5

Numero de Muestras (n) 128 512 1024 2048 4096
Umbral (A) 1.6739 2.0397 2.2226 2.4055 2.5884

MSE MSE MSE MSE MSE
Sefal Cuadrada 0.01565 | 0.004349 | 0.003102 | 0.001204 | 0.001006
Sefial Ondas 0.013156 | 0.004959 | 0.000601 | 0.000109 | 0.000097
Senfial Cresta 0.011319 | 0.003313 | 0.001527 | 0.000512 | 0.000386
Senial Bloques 0.010563 | 0.004411 | 0.002608 | 0.001299 | 0.00062
Sefial Picos 0.005736 | 0.003816 | 0.002664 | 0.002131 | 0.000917
Sefial Angulos 0.023731 | 0.001743 | 0.000231 | 0.00018 | 0.000131
Sefial Seno 0.019663 | 0.004292 | 0.000262 | 0.000168 | 0.000159
Sefial Esquinas 0.003587 | 0.000103 | 0.000061 | 0.000066 | 0.000051

Tabla 3.3: Ejemplo de Valores de MSE y umbral: Minimax, Umbral Suave, Daubechies 5

En la seccion 3.5.4 se discutirdn las implicaciones y significado de los valores presentados

en la tabla 3.3, la cual ha sido tomada del apéndice B.

En el script Denoising.m que se detalla en el apéndice A, también encontramos la funcion
wden la cual juega un papel determinante en la presente aplicacion, ya que esta se encarga
de desarrollar de manera automatica el proceso de reduccidon/eliminacion de ruido. Para
llevar a cabo su tarea, esta funcion hace uso de una serie de parametros y tiene la forma:
[XD, CXD, LXD] = wden(X, TPTR, SORH, SCAL, N, ‘wname’), la cual entrega como
resultado una version “libre de ruido” XD de la sefial de entrada X. El pardmetro 7PTR al
igual que en el caso anterior, representa la regla de seleccion del umbral, es decir, el
algoritmo a aplicar en el proceso de reduccion de ruido. El término SORH es el que
determina el tipo de umbral que se evalua, es decir, suave (‘s’) o duro (‘h’). SCAL
representa un factor de escala o estimador del nivel de ruido, que para nuestro caso sea
establecido en ‘one’ lo cual implica que no se esta escalando el nivel de ruido Gaussiano
presente. Ademéas N representa el nivel de descomposicion, que como ya se establecio, ha

sido fijado en 5. Y finalmente ‘wname’ se refiere al nombre de la Wavelet que se utilizara
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para realizar la recuperacion de la sefial, los valores o tipos de wavelet que toma este
parametro son: Haar, db3, coif3, sym5. En la figura 3.8 se puede observar el resultado de la

recuperacion de las sefiales de prueba.

1Cuadrada Recuperada , Ondas Recuperada 1 Cresta Recuperada Blogues Recuperada
0.8 1 08 0.8 1 08
06 1 0B 0.6 1 0B
0.4 1 04 0.4 1 04
0.2 milpi 0.2 0.2 ”‘ﬂ/ 0.z
IZIIZI 2000 4000 IjIZI 2000 4000 DIZI 2000 4000 IZIIZI 2000 4000
1 Picos Recuperada 1 Angulos Recuperada 1 Seno Recuperada 1 E=quinas Recuperada
0.8 1 08 0.8 0.8
0.6 1 0B 0.6 0.6
0.4 1 04 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 0.z
IZIIZI 2000 4000 IjIZI 2000 4000 EIIZI 2000 4000 IZIIZI 2000 4000

Fig. 3.8: Seniales de prueba recuperadas: Minimax, Umbral Suave, Daubechies 5

Si comparamos la figura 3.8 con la figura 3.6, podemos observar en general que la
recuperacion de las sefiales utilizando Wavelet es bastante buena, pues se consigue el
principal cometido, el cual es reducir el nivel de ruido. En el apartado 3.5.4 se analizaran
con mayor detalle los fendmenos involucrados en este procedimiento y se explicaran las

implicaciones que tienen en la reduccion del ruido los diferentes pardmetros involucrados.

3.5.4 Andlisisderesultadosy comparacion entre algoritmos

En la presente seccion se analizard el comportamiento de cada uno de los algoritmos
implementados y su eficiencia para la reduccion del ruido en las sefales de prueba. Para

ello se tomara la pareja Wavelet — Método que presente los valores de MSE mas cercanos a
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cero para cada una de las sefiales de prueba evaluadas. Cada una de estas combinaciones a
su vez, seran clasificadas segun el tipo de umbral que se aplicod (suave o duro), ello con el
fin de diferenciar el comportamiento de los mismos. Para obtener dichos datos nos
basaremos en las 960 simulaciones que fueron realizadas y que se encuentran en el

Apéndice B.

Las tablas 3.4 y 3.5 han sido derivadas de dicho conjunto de simulaciones y los resultados
han sido divididos segln el tipo de umbral que se ha aplicado, umbral duro y umbral suave
respectivamente. La nomenclatura que se ha utilizado en dichas tablas es la siguiente: RS

(Método Rigorous SURE), FT(Método Fixed form Threshold) y MM(Método Minimax).

En primer lugar, es de hacer notar la relacion que existe entre el nimero de muestras (1) y
la calidad de la sefal recuperada, expresada en nuestro caso por el valor del MSE, ya que
tal y como se puede observar, al incrementar el nimero de muestras el valor del MSE de la
sefal disminuye y se acerca mas a cero. Sin embargo, aunque matematicamente un valor de
MSE del orden de 1 x 10~ se puede considerar un valor bastante aceptable, al observar las
representaciones graficas de algunas simulaciones, es de destacar que la calidad de la senal
recuperada no es del todo buena, ya que se suprimen caracteristicas de la sefial que podrian

contener informacion relevante acerca de la misma.

Lo anterior nos hace concluir que ha mayor nimero de muestras mejor sera la estimacion
de la seal original que se obtendrd. Aunque es importante hacer notar que el decaimiento
del valor del MSE conforme aumenta el nimero de muestras, no ocurren en la misma
proporcién, ya que en la mayoria de los casos si se compara el valor de MSE con que se
inicia el analisis (128 muestras) hasta llegar a las 2048 muestras la ventana de variacion del
MSE es bastante amplia; no asi en el rango de las 2048 a 4096 muestras, donde el

decaimiento se hace mucho mas lento.
Si ahora analizamos el comportamiento de los métodos basados en el tipo de Wavelet que

se utiliz6 para llevar a cabo los analisis, se puede afirmar que existe una gran brecha entre

la eficiencia de los algoritmos cuando se hace uso de la Wavelet Coiflet 5 y cuando se hace
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uso de la Wavelet Haar. Este fendmeno obedece principalmente a la cantidad de momentos
de desvanecimiento con que cuenta cada una de las Wavelets, asi pues, la Coiflet 5 presenta
10 momentos de desvanecimiento, la Symlet 5 y Daubechies 5 presenta 5 momentos de
desvanecimiento y la Haar con un solo momento de desvanecimiento. Siempre en esta
misma linea, se puede hacer notar que el comportamiento de las Wavelets no dicta por

completo el valor del MSE de la sefial recuperada.

Umbral Duro

Sefial Método Wavelet MSE
Cuadrada MM Coiflet 5 0.000874
Ondas FT Daubechies 5 0.000070
Cresta RS Symlet 5 0.000324
Bloques FT Symlet 5 0.000605
Picos MM Coiflet 5 0.000882
Angulos RS Coiflet 5 0.000096
Seno MM Coiflet 5 0.000102
Esquinas RS Daubechies 5 0.000054

Tabla 3.4: Mejores estimaciones Wavelet-Método aplicando el Umbral Duro

Umbral Suave

Sefial Método Wavelet MSE
Cuadrada |MM/RS | Coiflet 5 0.000875
Ondas FT/MM | Daubechies 5/Coiflet 5 0.000071
Cresta FT Symlet 5 0.000338
Bloques MM Coiflet 5 0.000603
Picos MM Coiflet 5 0.000887
Angulos FT/MM | Daubechies 5/Coiflet 5 0.000103
Seno RS Coiflet 5 0.000110
Esquinas | MM Daubechies 5 0.000051

Tabla 3.5: Mejores estimaciones Wavelet-Método aplicando el Umbral Suave

Ya que como se puede percibir de las tablas 3.4 y 3.5, la eficacia del trabajo reside en la
combinacion método — wavelet que se utilice. En ellas se observa que el algoritmo que se
presenta con mayor frecuencia es el Minimax; mientras que la wavelet que aparece con
mayor frecuencia es la Coiflet 5 gracias a las caracteristicas ya antes mencionadas. Otra
pareja que arroja resultados interesantes es la combinacion Fixed form Threshold —

Daubechies 5, las cuales aparecen con cierta regularidad en las tablas 3.4 y 3.5.
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Al revisar los resultados del apéndice B y en lo que respecta a los valores de umbral
obtenidos, podemos afirmar que en los métodos Minimax y Fixed form Threshold, el valor
del umbral aumenta conforme se incrementa el numero de muestras. Mientras que el
método Rigorous Sure presenta un comportamiento diferente, en algunos casos disminuye
con el aumento del nimero de muestras y en otros casos se mantiene oscilando alrededor de
un valor especifico. También es de hacer notar que el tipo de umbral que se utilice en
Minimax y Fixed form Threshold, ya sea suave o duro, no interviene en el valor del umbral
obtenido. Mas bien, dicho valor depende del nimero de muestras y de la Wavelet que se
haya elegido para realizar el analisis, de esta forma se tiene que para la misma cantidad de
muestras pero con una diferente Wavelet el umbral es diferente. Caso contrario ocurre con
el método Rigorous Sure, el cual utiliza un umbral diferente para cada nivel de

descomposicion.

En la figura 3.9 que se muestra a continuacidon, se pueden apreciar las graficas de las

mejores estimaciones equivalentes a la tabla 3.4 para el umbral duro.

1Cuadrada Recuperada 1 Ondas Recuperada 1 Cresta Recuperada 1 Blogues Recuperada
0.8 0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 il 0.2 0.2 0.2
DD 2000 4000 DD 2000 4000 DD 2000 4000 DD 2000 4000
1 Picos Recuperada 1 Angulos Recuperada 1 Seno Recuperada 1 Esquinas Recuperada
0.8 0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4
0.z 0.z 0.z 0.z
DD 2000 4000 DD 2000 4000 DD 2000 4000 DD 2000 4000

Fig. 3.9: Representacion grdfica de mejores estimaciones — Umbral duro
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Por otra parte, en la figura 3.10 se presentan las representaciones graficas del analisis

correspondiente a la tabla 3.5 para el umbral suave.

Cuadrada Recuperada Cuadrada Recuperada Ondas Recuperada Ondas Recuperada
1 1 1 1
0.5 0.5 1 045 1 058
a 0 0 0
a 2000 4000 1] 2000 4000 0 2000 4000 0 2000 4000
Cresta Recuperada Blogues Recuperada Picos Recuperada Angulos Recuperada
1 1 1 1
0.5 0.5 1 05 I | 1 05
a : : 0 : : 0 : : 0 : :
a 2000 4000 1] 2000 4000 0 2000 4000 1] 2000 4000
Angulos Recuperada Seno Recuperada Esquinas Recuperada
1 1
0.5 05 05
a : : 0 : : 0 : :
a 2000 4000 1] 2000 4000 0 2000 4000

Fig. 3.10: Representacion grafica de mejores estimaciones — Umbral Suave

Basandose en los resultados numéricos obtenidos (tablas 3.4 y 3.5) y en las
representaciones graficas (figuras 3.9 y 3.10), podemos afirmar que en general el
comportamiento de las simulaciones ha sido bastante bueno, principalmente como ya se
menciono antes, en aquellas simulaciones en que el nimero de muestras era superior a las
512. Asi pues, dichos resultados han demostrado que las estimaciones obtenidas se acercan
por mucho a la sefal original en la mayor parte de los casos, sin embargo estos resultados
podrian verse mejorados si se toma en cuenta el factor de escala o estimador de nivel de

ruido (o) propuesto por la ecuacion 3.15.
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Capitulo IV
Desarrollo de aplicacion de Wavelets basada en

Visual Basic 6.0

4.1 Introduccion

Ya en e Capitulo 3 se presentd la forma en que MATLAB®, auxiliandose del Wavelet
Toolbox®, es capaz de introducirnos a estudio y posterior desarrollo de aplicaciones
basadas en Wavelets para los interesados en € procesamiento de sefiales e imagenes, entre
otras muchas éreas de las ciencias aplicadas. Como se pudo observar, MATLAB® cuenta
con un gran namero de librerias pre-disefiadas para implementar diversas funciones que son
de mucha utilidad a trabagjar con Wavelets. Algunas de las cuaes se utilizaron en €
presente trabajo (que pueden ser estudiadas con mayor detenimiento en el Apéndice A de
este mismo documento) con € fin de desarrollar una aplicacion que fuera capaz de
demostrar la aplicacion de los Wavelets en la limpieza de sefiales con ruido (ruido blanco)

haciendo uso de diversos algoritmos.

Sin embargo, como €l lector podré observar, estas demostraciones solo son de utilidad si se
cuenta con MATLAB® para poder gecutarlas. Es por ello, que en el presente capitulo, se
presentan los procedimientos que se llevaron a cabo para desarrollar una pequefia
aplicacion que sea capaz de demostrar a los usuarios interesados en este tema, €
comportamiento de los Wavelets en la limpieza de sefiaes con ruido. Desarrollo para el
cual se utilizd Visual Basic 6.0 como plataforma de programacion y que podra ser
gjecutada sin importar s el interesado cuenta 0 no con MATLAB® egjecutandose en su
computadora. Dicha aplicacion tiene la finalidad de interactuar con el usuario retdndolo a
gue se modifiquen algunos parametros y que €l usuario pueda ver las modificaciones que

sufre una sefia en base a dllos.

Asi pues, en las secciones siguientes se describird en detalle las consideraciones que se
tomaron en cuenta alahoradel disefio de la aplicacion, asi como también, su uso.
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4.2 Transformada Rapida Wavelet y banco defiltros

En la seccion 2.6.3 se definid de manera muy general la forma de redlizar € célculo de la
Transformada Wavelet Discreta, un punto que es de vital importancia a implementar la

limpieza de ruido en sefiales el éctricas.

En la presente seccion, se estudiard con mayor detalle la forma en que la DWT es
calculada, ello con e fin de brindar a lector las bases para la comprension de los

algoritmos implementados en la aplicacion.

En la ecuacién 2.34 se puede observar la expresién matematica correspondiente ala DWT,
sin embargo, esta representacion no es de mucha utilidad al momento de trabgjar con
sefides discretas; ya que no se pueden observar de una forma adecuada las sumatorias
involucradas en este proceso. Razon por la cual en la ecuacion 4.1 se presenta la expresion

correspondiente de laDWT pero haciendo uso de la notacion correctaparaj y k.

2001 N-121-1
f(t): cho,kqojo,k (t)"' Z Zdj,k‘//j,k (t) (4.1)
k=0 j=jo k=0

En donde cjox son los coeficientes de escala o de aproximacion, dx representa a los
coeficientes wavelet o del detalle y jo representa e espacio de menor resolucion. El factor
2V expresa la longitud de la sefia discreta f(n), el cual limita el nivel de descomposicion de
una sefial, ya que no tendria sentido representar una sefial que se encuentra en un espacio

Vo en ese mismo espacio.

Como puede intuirse de la ecuacion 4.1, e gran tamafio de los clculos mateméticos
necesarios para obtener laDWT de una sefia de interés, hace necesario buscar una manera
mas eficiente de llevar a cabo este procedimiento. Es por ello que se hace necesario conocer
y comprender |la teoria de banco de filtros, ya gue esta nos guiara a la obtencion de la
Transformada Répida Wavelet; |a cual a su vez nos facilita en gran medida € disefio de

algoritmos computacionales rapidos y eficientes.
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Sin embargo, el desarrollo de lateoria de bancos de filtros y € disefio de rdpidos agoritmos
no esta relacionado en forma directa con las funciones escala (aproximacion) y wavelet
(detalle), sino méas bien con los coeficientes relacionados a estas funciones. Asi pues, €l
primer paso en la descomposicion de la sefia sera determinar los coeficientes Cn.ix Y On-1x
en términos de ¢, «. Es decir, obtener la representacion de |os coeficientes escalay wavelets
en un nivel de resolucion més bajo en términos de los coeficientes escala en un nivel méas
alto de resolucion. Dichos coeficientes quedan completamente definidos por las ecuaciones

4.2 y 4.3 respectivamente que se detallan a continuacion:

Corx = 2. h(m=2K)c, (4.2)

dn—l,k = Z m(m - 2k)Cn,m (4.3)

Las operaciones matematicas expresadas en las ecuaciones 4.2 y 4.3 corresponden a una
convolucion discreta entre la secuencia de entrada descrita por c,i; Y los factores h'y hy;
ello con la finalidad de obtener por un lado una representacion mas “suave’ de la sefid
original caracterizada por los coeficientes escala (ecuacion 4.2), y por otra parte el detalle
de la sefia definido por los coeficientes wavelets (ecuacion 4.3). El motivo por € cual esto
ocurre, se debe a que los factores h y h; actian como filtros digitales (pasa-bgjo y pasa-alto
respectivamente). Sin embargo, al aplicar dicha operacion sobre una sefial real, se presenta
el caso que nuestros datos de salida estaran comprendidos por € doble de los datos de
entrada. Es decir, s a la entrada de nuestro sistema se tiene una sefial de 1024 muestras
obtendremos una aproximacion y un detalle de la sefia original, cada uno con una longitud
igual a 1024 muestras también. Con la finalidad de solventar dicho inconveniente, una vez
realizada la convolucion discreta sobre e conjunto de datos de entrada, se efectia una
operacion denominada submuestreo, de la cual también se habla en la seccion 2.6.3, y que
consiste en tomar una sefid de entrada x, y producir una sefid de sdlida y, = Xon,
descargando luego Unicamente aguellos valores de indice impar. El procedimiento
anteriormente descrito se puede observar a la perfeccion en la figura 4.1, a cua se le

conoce como: Descomposicion de una sefial 6 Andlisis.
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Filtro
Pasa-bajo
X
T Cn-1
512
coeficientes
1024
Cn muestras
Datos de Entrada
/\/
X dn-1
Filtro 512
Pasa-alto coeficientes

Fig. 4.1: Proceso de Descomposicion Wavelet. Banco de Filtro de dos canales

Filtro
Pasa-bajo
X
Cn-1 TN
512
coeficientes 1024
Cn muestras
/\/
dn-1 X
512 Filtro
coeficientes Pasa-alto

Fig. 4.2: Proceso de Reconstruccion Wavelet. Banco de Filtro de dos canales

El procedimiento que se describio en los parrafos anteriores es Unicamente la mitad del
camino, ya que lo que faltaria es la recuperacion de la sefid original sin pérdida de
informacion a partir de las componentes obtenidas durante el andlisis. A dicho
procedimiento de recuperacion se le llama también sintesis y corresponde alainversa de la
Transformada Discreta Wavelet (IDWT). Es decir, 10 que se desea obtener es una

representacion de los coeficientes escala en un nivel de resolucién més alto mediante la
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combinacién de los coeficientes escala y wavelets en un nivel de resolucion més bgo.
Procedimiento definido por la ecuacion 4.4 que se muestra a continuaci on:

Cn,k = Z Cn—1,mh(2m - k)+ Z dn—l,mhl(zm - k) (44)

Ahorabien, asi como durante €l andlisis se realiza una operacion de filtrado y submuestreo,
en la operacion de sintesis 6 reconstruccion se lleva a cabo un sobremuestreo (definido
también en la seccidn 2.6.3) y posteriormente un filtrado. Tal y como se definio antes, el
sobremuestreo inserta ceros entre cada muestra, con e fin de incrementar al doble la
longitud de los componentes de entrada (coeficientes escala y wavelets provenientes de la
seccion de andlisis); con ello se garantiza que la sefial obtenida después del filtrado tenga la
misma longitud que la sefial original, este otro proceso se describe graficamente en lafigura
4.2

4.2.1 Mdultiplesniveles de descomposicion — reconstruccion

Los procedimientos que se describieron en la seccién anterior, conjuntamente se conocen
como banco de filtros de dos canales. Sin embargo, debido a que dichos procesos son
iterativos, ellos facilmente pueden extenderse tedricamente de forma infinita, con la Unica

restriccion de que el proceso de sintesis depende del andlisis.

Por razones obvias, en la practica estos procesos no pueden repetirse infinitamente, siendo
el nivel de resolucion de la sefia original la que fija el limite. Es decir: si se supone una
sefia original con una longitud N = 2", en e andlisis dividimos la sefial original en una
aproximacion y un detalle correspondientes a primer nivel de descomposicién de longitud
N/2, luego la aproximacién de longitud 2™* es nuevamente dividida obteniendo una nueva
aproximacion y detalle correspondientes a un segundo nivel de descomposicion. Este
procedimiento se vuelve arepetir hasta que la aproximacion y el detalle estan representados
por un solo coeficiente, es decir una longitud 2° = 1; esto implica que e ndmero de
iteraciones posibles a realizar es de n = log;N. De esta manera se obtiene un vector de
longitud N gue contiene un solo término encargado de representar la forma general de la

sefia (coeficiente escal@) y todos los otros términos contienen informacion sobre el detalle
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en los diferentes niveles de descomposicion (coeficientes wavelets) tal y como se ilustra en

lafigura4.3.
Sefal
Original
Cik
Ci k di- k
Cick dj-c k
Ci3k di-3k
Cidk di-4k
Ci-5k dj-5k
C*-ak
Cc*-3k
C*zk
c* k
Sefial CHik
Recuperada

Fig. 4.3: Banco defiltros de 5 niveles de descomposicion

Por su parte, €l proceso de sintesis toma la aproximacion y el detalle, aumenta su longitud
mediante el sobremuestreo y realizala convolucion con los respectivos filtros, obteniéndose
como resultado una mejor aproximacion a la sefial correspondiente al primer nivel de
reconstruccion. Por supuesto, el nimero de veces que se realiza este proceso hasta llegar

nuevamente a la sefial original depende del grado de descomposicion a que se llego en €
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andlisis, tal y como seilustra en lafigura 4.3. Al conjunto de ambos procesos de andlisis —
sintesis se le llamé en la seccion 2.6.3 Codificacion Sub-banda. ElI algoritmo de
codificacion sub-banda que se ha implementado en la plataforma de simulacion puede
observarse en la figura 4.3, en ella se puede observar que € nivel de descomposicién de

nuestro sistemaesigua ab.

Larazon por la cual este apartado se trata con mayor profundidad en el presente capitulo,
obedece a la necesidad de que €l lector tenga la informacion més cercana a la hora de
consultar los algoritmos desarrollados en Visual Basic 6.0 para implementar |a plataforma

de ssmulacioén.

4.3 Descripcion de aplicacion desarrollada en Visual Basic 6.0

[ = Apicackin pars reducciin de Buida £

Jgrem e Seflasr  oecade  Felp el

SIMWAVE

rueen de Cegaeaie
Universidad Don Bosco % 177,
Wl e Peapara 112 .

Feimy s Lmaodn Al 0e 2B

L]

E bt ey o ek il o i e e el e ke § e
Pl ks diriales . (L8 e ndiaDod O detsbai A0 vk e e
e PAORASS 1 B Dty e e W pesden i kigar &

i paviahakindes cwilsl § DA QUE S (RS

SIMULACION IE REDUCCION DE RULDD HACTENDD USO DE WAYELETS I
il

Fig. 4.4: Ventana de bienvenida e informacional de aplicacién desarrollada

En lafigura 4.4 que se mostré anteriormente se pueden observar la pantalla de bienvenida
de la aplicacion que fue desarrollada en Visual Basic 6.0. En ella se encuentran cuatro
menus principales, los cuales nos permiten conocer la informacién del programa asi como
ingresar a la interfase de configuracion principa de la aplicacion la cual se ilustra en la
figura 4.5. En la presente seccion se describe de forma detallada cual es el funcionamiento

de cada uno de los componentes de la plataforma de simulacion. Ello sera de utilidad, en
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primer lugar, para guiar a usuario en la gecucién de dicha herramienta; y en segundo
lugar, a momento de analizar los algoritmos desarrollados en Visual Basic 6.0 ya que en
algunos casos hay mucha teoria matemética involucrada; la cual seré necesario detallar aqui

para fundamentar dichos algoritmos.

isi, Reduccion de Ruido con Wavelets x|
- Tipo de Sediaf Funcidn de Ondas {b)
1
" Step
{+ Wave e
" Blip 05
" Angles
0.4
" Time Shifted Sine
" Corner 0.2
|:| L
0 a0d
 Niimero de iuestras — Refacion Senal a Ruido
1 4
4036 =] 4 A i
I n dB
— Familias de Wavelets /\’_  inicio
D aubechies 5 j
Iniciar Simulacion

Fig. 4.5: Interfase de configuracion principal

En los siguientes apartados de la presente seccion, se describiran los aspectos relacionados
con cada uno de los parametros involucrados en la gecucion del programa y que son
configurados en lainterfase mostrada en lafigura 4.5.

4.3.1 Generacion de sefiales de prueba utilizando Visual Basic 6.0

En lainterfase que se disefio, tal y como se puede observar en lafigura 4.5, se incluyen las
formas de onda sobre las que serealizara el analisis de limpieza de ruido utilizando lateoria
de Wavelets; ellas se encuentran completamente definidas en la Seccién 3.5.1 y es en base
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a estas definiciones que se han desarrollado los algoritmos necesarios para su generacion y
posterior visualizacion en la aplicacion desarrollada en Visual Basic 6.0. Se ha elegido
utilizar dichas formas de onda, debido a que las particularidades de cada una de €llas,
examinan caracteristicas especificas del proceso de Reduccion de Ruido utilizando la
Teoria de Wavelets y han sido utilizadas en diferentes estudios con este fin especifico. Para
implementar la visualizacion de dichas sefiales de prueba, € pardmetro marcado como
“NUmero de muestras’ es muy importante; ya que este nos permite establecer cuantas
muestras de la sefial seran tomadas en cuenta en nuestro andisis; asi pues, el usuario tendra
la posibilidad de seleccionar el nUmero de muestras que sea hecesario visualizar y puede
escoger entre 256, 512, 1024, 2048 y 4096 muestras para gjecutar €l andlisis de las formas

de onda respectivas.

A continuacion se enumeran las formas de onda que pueden ser seleccionadas por €
usuario en la seccion “Tipo de Sefid” y sus respectivas expresiones mateméticas; ello con
el fin de dar un breve vistazo a las formas de onda gque se implementaran, informacion

adicional puede ser revisada en la Seccion 3.5.1 del presente documento.

1. Funcién Cuadrada.
f1(X)=0.2+ 0.61 5 374 (X) (4.5)

2. Funcion Ondas.
f,(x)= 0.5+ 0.2Cos(47x) + 0.1Cos(247x) (4.6)

3. Funcién Crestas.

fs(x) = (032 + 0.6X + O'Se—loo(x—0-3)2 )I (0,0.8) (X) (4.7)

+ (— 0.28 + 0.6x + 0.3 001’ )' (08,1) (X)
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4. Funcion Angulos.
fe (X) = (2X + 0-5)| (0,0.15) (X) + (_ 12(X - 0-15) + 0-8)| (0.15,0.2) (X) +0.2l 4, 05 (X)
+ (6(X - 0'5) + 0'2)| (05,0.6) (X) + (_ 1O(X - 0-6) + 0-8)| (0.6,0.65) (X)
+(=5(x = 0.65) + 0.3)1 (45,05 (X) + (2(x — 0.85) + 0.2)1 g5, 1, (X)

(4.8)

5. Funcién Seno Desplazado en e Tiempo.

f,(x) =0.3%en(3n(g(g(g(a(x)) + x) + 0.5

o(x)= 1- CZS(HX)

(4.9

6. Funcién Esguina.

fo(x) = (%]g(x) +0.6

range(g)
9(x) = 623873 (L= 4X)l 5 o (x) +187.161(0.125+ X* ]X*1 5 ) (X)

+3708.470441(x = 1)°1 45 ,, (X)

(4.10)

En la esquina superior izquierda de la figura 4.6, bgjo € titulo Sefial Original, se puede
observar, a manera de gemplo, la forma de onda correspondiente a tipo de sefial
seleccionado en la ventana de configuracion ya antes mencionada. En esta figura la
aplicacion genera la visuaizacion de la sefia ondas con 4096 muestras de largo. Para
generar esta visualizacion basta con pulsar el boton: “ Graficar Sefial Original”.

4.3.2 Generacion de sefial interferente

Como ya se definié en e capitulo 3, la sefia interferente sera del tipo aeatoria y
distribucion Gaussiana, la cual es de caracter aditivo, por o que en la aplicacién disefiadala
ecuacion 3.1 continua siendo valida en nuestro algoritmo.

El patron aleatorio de la sefia interferente se obtiene a través de la utilizacion de lafuncién

randomize de Visua Basic 6.0; la cua se encarga de generar un patrén de nimeros
aleatorios entre 0 y 1 basandose en € reloj del sistema de la PC que se este utilizando para
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gjecutar la aplicacion. Esto nos garantiza que los valores que la sefial interferente pueda
tomar realmente se asemeen alo que es el ruido blanco.

La distribucion de tipo Normal 6 Gaussiana se logra a través de la implementacién en el

algoritmo de su correspondiente expresion matemética, la cual se muestra a continuacion:

1 e—;[x;ﬂjz (4.12)

f(x,u,0)=

N

g

Vale la penamencionar gue en cuanto a este parametro, el usuario Unicamente tiene control
sobre la Relacion Sefid a Ruido que desea gjustar; y ello se logra a establecer € valor
requerido en la seccion “Relacion Sefial a Ruido” mediante la barra de desplazamiento de la
ventana de configuracion, la cual puede tomar tanto valores positivos como negativos. La
visualizacion de la forma de onda de la sefial original mezclada con la sefial de ruido puede
observarse nuevamente consultando la figura 4.6, bagjo € titulo Sefial Original y Ruido
Aditivo; la cual se genera al presionar el boton “Graficar Sefial Original y Ruido Aditivo” y

puede observarse en la esquina superior derecha del formulario correspondiente.

4.3.3 Sdeccion delafamilia Wavelet a utilizar en e analisis

Tal y como se vio en secciones anteriores, la seleccion de la familia Wavelet es de vital
importancia a la hora de llevar a cabo € cdculo de la Transformada Wavelet Discreta, la
cual asu vez es utilizada para realizar la limpieza de las sefial es el éctricas cuando estas se

ven influenciadas por interferencias, para nuestro caso ruido blanco.

Los agoritmos de las familias Wavelet que aqui se estudiardn, son las que se
implementaran en la aplicacion, por lo que es de interés definir con mayor precision la
forma en que se lleva a cabo € calculo de la Transformada Rapida Wavelet que ya se
estudié en la seccion 4.2. Las familias Wavelet que el usuario puede seleccionar desde la
seccidon “Familias de Wavelets’ en la pantalla de configuracién principal son: Haar,
Daubechies y Coiflets. Cuyas caracteristicas y representaciones graficas ya fueron

discutidas con anterioridad en la seccion 2.7. En este apartado se demostrara como es que
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cada una de dichas familias se puede utilizar pararealizar € caculo delaDWT y laIDWT
conjuntamente con la teoria de banco de filtros.

En la teoria de banco de filtros se ha establecido que se hace necesario la existencia de un
filtro pasa-bajos, representado por h; y un filtro pasa-altos, representado por h; en cada
nivel de descomposicion durante el proceso de andlisis — sintesis. Estos factores o
coeficientes no son més que los valores discretos de la funcién escala (h) y la funcién
wavelet (h;) de cada una de las Familias de Funciones Wavelets. Es de recordar que la
cantidad de dichos coeficientes rige la cantidad de momentos de desvanecimiento de cada
funcion wavelet y € grado de lamisma.

A continuacion se describe la forma en que cada una de las familias wavelets que seran
implementadas en la presente aplicacion realiza el proceso de cllculo de la DWT e IDWT.
La principal diferencia entre cada una de las familias radica en el valor de los coeficientes
escalay wavelet (h y hy respectivamente) que se utilizan en algoritmo de codificacion sub-

banda que seilustraen lafigura4.3.

a) Wavelet Haar

En primer lugar, es necesario conocer € valor de los coeficientes escala (h), Ilamados
también coeficientes de aproximacion; y de los coeficientes Wavelet (h;) conocidos
también como los coeficientes del detalle de la Familia de funciones Haar. Dichos
coeficientes pueden observarse en la ecuacion 4.12 y han sido obtenidos de [12].

1
h(0) = h(1) = —
V2 (4.12)

_ 1. __1
h1(0)—\/§, hy (D) NG

Ahora bien, ya conociendo los valores de h y h;, estos son convolucionados con la
secuencia de entrada discreta ch,x, y de esta manera obtener en primer lugar una
representacion mas “suave’ de la sefia original, la cual es descrita por los coeficientes

ecala crik Y alavez, e detdle de la sefial, e cual es descrito por los coeficientes
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Wavelet d..1 k. Asi pues, estos dos tipos de coeficientes quedan definidos como se observan
en las ecuaciones 4.13 y 4.14 respectivamente.

1

Ciak = E (CJ,Zk + CJ,2k+1) (4.13)
1

dyqk = E (CJ,Zk B CJ,2k+1) (4.14)

Como se puede observar en las dos ecuaciones anteriores, la aproximacion esta relacionada
con el promedio, mientras que €l detale esta relacionado con las diferencias. En ambos
casos estos coeficientes son obtenidos a partir de las N muestras de la sefial original. Otro
punto de interés en las ecuaciones 4.13 y 4.14 es que luego de llevar a cabo la funcion de
convolucion con los filtros h y hy, la secuencia de entrada es submuestreada de tal forma
gue se obtengan dos conjuntos de coeficientes con una longitud correspondiente a la mitad
de las muestras de la sefial original.

Luego, se mantienen los coeficientes Wavelet (detalle) y se realiza el mismo procedimiento
descrito anteriormente con los coeficientes escala (aproximacion). Este procedimiento se
repite hasta cierto nivel de descomposicién, para € disefio de la presente aplicacion se ha
seleccionado € nivel de descomposicion en 5. Con e procedimiento descrito
anteriormente, se ha obtenido la Transformada Wavelet Discreta de nuestra sefial de

entrada.

Para realizar la reconstruccion de la sefia a partir de los coeficientes escala y wavelet
pertenecientes a primer nivel de descomposicion, basta con sumar y restar |as ecuaciones
4.13 y 4.14, de donde se obtienen las expresiones 4.15 y 4.16, que describen los
coeficientes pertenecientes a la reconstruccion.

1
Cyok = ﬁ(ca ak t d.]—lk) (4.15)
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1
Cy ok = ﬁ (CJ -1k dJ—l,k ) (4.16)

Como se puede observar en las dos ecuaciones anteriores y en lafigura 4.3, a partir de los
coeficientes escala y wavelet correspondientes a un mismo nivel de descomposicion se
obtienen los coeficientes de aproximacion recuperados en un nivel de descomposicion

superior, lo cual permite unareconstruccion perfecta de la sefial.

b) Wavelet Daubechies

Esta familia Wavelet fue nombrada asi en honor a su inventora, la matematica Ingrid

Daubechies. Tanto en esta familia como en la Coiflets, que se estudiara a posteriormente,
los filtros h'y h; representan la cantidad de momentos de desvanecimiento de su funcion
escala y wavelet respectivamente; por 1o que para e caso que aqui se estudia, se ha
seleccionado ala Wavelet Daubechies 5 para llevar a cabo el algoritmo de descomposicion
y reconstruccion. Por lo que, esta familiatendra 10 coeficientes escala (h) y 10 coeficientes
wavelet (hy), lo que arroja un total de 20 coeficientes para dicha familia. La expresion que
relaciona estos dos tipos de coeficientes, para una sefia finita como es nuestro caso, se

puede observar en la ecuacion 4.17.

h(n)=(-1)"h(N -1-n) (4.17)

Asi pues, en la ecuacion anterior se puede observar como obtener los coeficientes wavel et
dados los coeficientes escala. Los coeficientes Daubechies escala y wavelets normalizados

han sido obtenidos de [12] y se presentan en la Tabla4.1.

Cada uno de los coeficientes escala y wavelet mostrados en la Tabla 4.1 son
convolucionados con los datos de la sefial de entrada que se esta analizando. Es decir, s €
conjunto de datos de entrada es N, las funciones escala y wavelet calculadas tendran una
longitud de N/2 cada una de ellas. Representando |os coeficientes de escala nuevamente la
suavidad de la sefid anaizada. Mientras que los coeficientes wavelet representan las
diferencias o cambios que ocurren en los datos de entrada. En e primer nivel de

descomposicion estos datos de entrada es la sefial original; mientras que en los siguientes
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niveles de descomposicion representan a los coeficientes escaa del nivel de

descomposicion anterior.

Daubechies5

Coeficientes escalah Coeficientes Wavelet hy

h(0) = 1.60102 x 10" h.(0) = h(9) = 3.33572 x 10
h(1) = 6.03829 x 10" hy(1) = -h(8) = 1.25807 x 10
h(2) = 7.24308 x 10" hy(2) = h(7) = -6.24149 x 10
h(3) = 1.38428 x 10" hy(3) = -h(6) = -7.75714 x 10
h(4) = -2.42294 x 10" hy(4) = h(5) = -3.22448 x 10
h(5) = -3.22448 x 10 hy(5) = -h(4) = 2.42294 x 10"
h(6) = 7.75714 x 10°° hy(6) = h(3) = 1.38428 x 10"
h(7) = -6.24149 x 10 hy(7) = -h(2) = -7.24308 x 10"
h(8) = -1.25807 x 10 h.(8) = h(1) = 6.03829 x 10"
h(9) = 3.33572 x 10 hy(9) = -h(0) = -1.60102 x 10"

Tabla 4.1: Coeficientes escala y wavelet para Familia Daubechies 5

Las ecuaciones que describen este comportamiento de forma general, para e primer nivel

de descomposicion, son las que se describen a continuacion:
Cy1k = h(O)CJ,Zk—l + h(l)CJ,Zk + h(2)C3,2k+1.... + h(5)cJ’2k+4 (4.18)

dyqk = hl(O)CJ,Zk—l + hl(l)cjyzk + hl(Z)CJ’Zkﬂ.... + h1(9)cJ,2k+8 (4.19)

Las ecuaciones 4.18 y 4.19 describen €l procedimiento para redlizar el clculo de la DWT
haciendo uso de la Familia Wavelet Daubechies 5. Como se puede observar en ambas
ecuaciones, con cada iteracion €l indice k se incrementa en dos con €l fin de calcular €

nuevo coeficiente escalay wavelet.

La Transformada Inversa Wavelet es calculada en base alos N € ementos obtenidos de la

DWT; en donde los primeros N/2 elementos del arreglo son obtenidos a partir de los
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coeficientes escala, mientras que los siguientes N/2 elementos se calculan a partir de los

coeficientes wavel ets.

Sin importar que en este caso se trate de la Familia Daubechies, € algoritmo ilustrado en la
figura 4.3 se sigue cumpliendo tanto para €l célculo de la DWT e IDWT,; la principal
diferencia es que en este caso, a igual que ocurre en lafamilia Coiflet, el procedimiento del
calculo de los coeficientes se trata de una matriz que consta de N/2 filas; y su célculo se
vuelve mas complgo que en € sistema Haar. Esto debido a que en e sistema Haar

Unicamente se contaba con dos coeficientes.

c) Wavelet Coiflets

Esta familia Wavel et fue disefiada con la finalidad de mantener una muy buena semejanza

entre los valores estimados y los valores de la sefial original. Esta familia es muy similar a
la familia Daubechies que se estudié anteriormente. La Unica diferencia entre ellas es €
valor de los coeficientes escala y wavelet para la familia Coiflets, los cuales pueden ser
observados en la tabla 4.2 que se muestra a continuacion. Un dato que hay que resaltar es

que larelacion descrita por la ecuacion 4.17 continda teniendo validez para este caso.

Coiflets 3

Coseficientes escalah Coeficientes Wavelet h;

h(0) = -7.27326 x 10 h.(0) = h(5) = -1.56557 x 10
h(1) = 3.37898 x 10" hy(1) = -h(4) = 7.27326 x 10
h(2) = 8.52572 x 10™ hy(2) = h(3) = 3.84865 x 10™
h(3) = 3.84865 x 10" hy(3) = -h(2) = -8.52572 x 10"
h(4) = -7.27326 x 10 h.(4) = h(1) = 3.37898 x 10"
h(5) = -1.56557 x 10 hy(5) = -h(0) = 7.27326 x 10

Tabla 4.2: Coeficientes escala y wavelet para Familia Coiflets 3

Asi pues, la familia Coiflet que se implementara en nuestra plataforma seré la Coiflet 3
cuyo conjunto de filtros estan definidos en latabla 4.2.
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4.3.4 Algoritmo dereduccién deruido implementado

El algoritmo sobre el que se basa nuestra plataforma de simulacién y e cua no es un
pardmetro que el usuario pueda seleccionar; es € que en la seccion 3.4.2 fue denominado

como Fixed form Threshold y cuya expresion matemética es:

Ay = 0+/2log(N) (4.20)

Las caracteristicas de este algoritmo pueden encontrarse en este mismo documento en la
seccion anteriormente mencionada. Aqui es importante sefialar que este calculo del umbral
es un paso intermedio entre € calculo de la DWT, correspondiente a la sefid original més
sefid interferente, y € célculo de la IDWT. Ya que este valor de umbral tiene la tarea de
eliminar aguellos coeficientes que en esencia son puro ruido. En este método de reduccién
de ruido se propone que €l nivel de ruido de los datos de entrada se calcule como la media
absoluta de los coeficientes wavelet obtenidos en e primer nivel de descomposicion
dividida por 0.6745; ello debido a que los coeficientes wavelet en dicho nivel de
descomposicion son principal mente ruido. Este estimador de nivel de ruido ya se present6
en la ecuacion 3.15, sin embargo se trae aqui nuevamente para refrescar la memoria del

lector.

0,0

(4.21)
Z 0.6745

4.35 Visualizacion deresultadosdel andlisis

En la figura 4.6, en la esquina inferior izquierda, se pueden observar los resultados de
aplicar los conceptos antes definidos en las secciones 4.3.3 y 4.3.4. En esta gréfica se
visualiza la forma de onda de |a Sefial Recuperada la cual es obtenida a partir de la forma
de onda de la sefial con € ruido blanco mezclado. Para el gemplo que aqui se presenta, la
familia seleccionada para redizar el andlisis es la Daubechies 5 y haciendo uso del
algoritmo Fixed form Threshold.
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Ademas de los resultados del tipo gréfico, que son de mucha utilidad a momento de
evaluar € nivel de eficiencia del agoritmo de reduccién de ruido que agui se presenta, ya
gue se tiene una apreciacion de la pérdida o no de las particularidades de |a forma de onda
gue se esta estudiando, en la aplicacion se hace uso del cdlculo del Error Cuadratico Medio,
el cual describe el nivel de semeanza que existe entre la sefia original de entrada y la sefial
recuperada, ello con lafinalidad de describir de manera estadistica la eficacia del algoritmo

en realizar su trabajo de limpieza/reduccion del nivel de ruido en sefiales unidimensional es.

Al presionar €l botén “Graficar Sefial Recuperada’, que se muestra en la figura 4.6, se
genera la visualizacion correspondiente ala Sefial Recuperada haciendo uso de todos los

parametros ya definidos en la ventana de configuracion.

w Senal Original

T* ]

Fig. 4.6: Resultados obtenidos con aplicacién disefiada en VB 6.0 parala
limpieza/reduccion de ruido con Wavel ets
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Como puede observarse, la interfase gréfica que fue disefiada cumple con €l objetivo de ser
una aplicacién amigable para € usuario. Ya que unicamente tendra que introducir los
parametros necesarios del andlisis en la ventana de configuracion principal y luego gjecutar,
segun su conveniencia, cada una de las ssmulaciones para poder observar la forma en que

funcionan los Wavelets en el proceso de Reduccién de Ruido.
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Conclusiones

» La Teoria de Wavelets es una muy interesante herramienta alternativa al clasico
andlisis de Fourier en e procesamiento digita de sefiadles e imagenes,
principalmente en agquellos casos en los cuales €l anadlisis de Fourier presenta ciertas

limitantes debido a su formulacion.

* Debido ala gran variedad de Familias Wavelet existentes, de las cuales algunas de
ellas fueron estudiadas en el presente trabajo de graduacion, se puede observar que
ellas presentan una gran versatilidad al momento de realizar diversos andlisis del
comportamiento y particularidades de las sefides; ello gracias a las propiedades de
ortogonalidad, ortonormalidad, momentos de desvanecimiento, etc. Que cada una
delasfamilias presenta.

* En € andlisis de sefiales no estacionarias la Transformada de Fourier no es éptima;
ya que aunque entrega una informacion completa del contenido espectral de la

sefial, no es capaz de localizar en el tiempo las componentes de frecuencia.

e En e andisis Wavelet, la funcién escala es la encargada de andizar €
comportamiento general de la sefial, mientras que la funcién wavelet se encarga de

analizar el comportamiento del detalle de la sefial.

» La Transformada Wavelet Discreta permite generar un anaisis multiresolucion
sobre una sefid discreta. El andlisis multiresolucion se refiere al proceso iterativo de
convoluciones entre la sefial discreta de interés y coeficientes que actian como
filtros pasa-bajos y pasa-altos, provenientes de las familias wavelets, de forma tal
que la sefial discreta es descompuesta obteniendo informacion sobre las
caracteristicas generales de la sefia y sobre las caracteristicas del detalle de la sefial

en forma separada.
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* Con cada nivel de descomposicion implementado en € calculo de la Transformada
Wavelet Discreta, el nimero de coeficientes correspondientes a cada uno de los
niveles de descomposicion superiores, se ven truncados a la mitad de los
coeficientes correspondientes al nivel de descomposicion anterior.

* La utilizacién de la Transformada Wavelet Discreta en e andlisis de sefides,
permite la facil implementacion computacional, ello gracias a desarrollo de
algoritmos muy eficientes y rapidos para el célculo de los coeficientes. Ya que los
célculos se reducen Unicamente a operaciones de suma y multiplicacion entre la

sefiad objeto de estudio y losfiltros que se utilizan.

* Luego de finalizadas un conjunto de 960 simulaciones, correspondientes a la
limpieza de ruido en sefiales, utilizando MATLAB® y su Wavelet Toolbox® se ha
llegado a la conclusion de que en realidad no existe un Unico método que presente
los megores resultados para analizar todos los tipos de sefidles que agui se
presentaron. M as bien se encontré que e desempefio de cada uno de los métodos de
reduccion/limpieza de ruido depende en gran medida del tipo de sefia que se
analice, la wavelet que se escoja, € nivel de descomposicion utilizado y € nimero
de muestras.

» El tipo de Wavelet que mejores resultados arroj6 fue la Wavelet Coiflet 5 gracias a
sus diez momentos de desvanecimiento, |o cua puede demostrarse gracias a que en
las tablas resumen de las mejores estimaciones aparece un total de diez veces

combinada con diversos algoritmos.

e Si se compara € vaor del umbra del algoritmo Fixed form Threshold y del
Minimax, se notara en general que €l umbral del primero siempre es mayor para un
mismo numero de muestras. Por 1o que el primero ofrece mejores resultados, ya que

elimina un mayor nimero de coeficientes que pueden ser en esencia puro ruido.
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e El vaor del umbra en los agoritmos Fixed form Threshold y Minimax dependen
anicamente de la wavelet utilizada en el andlisis y del nimero de muestras, aca no
es de importancia s se trata de umbral suave o umbral duro o del tipo de sefid que
Se este analizando.

» El algoritmo Rigorous SURE es un método de mayor complejidad que € resto de
los estudiados. Esto se reflgja en que e calculo del umbral depende del tipo de

umbral, la sefia de estudio, lawavelet y del nUm