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Introduccion

Este documento consiste en una recopilacién bibliografica para proporcionar al
estudiante los conocimientos matematicos basicos para completar y reafirmar los
adquiridos en educacion media y a la vez que le sirva como una guia al docente
para desarrollar el programa de matematica | de la facultad de Ciencias y

Humanidades de la Universidad Don Bosco.

Dentro de las unidades a desarrollar se tiene la unidad I: Logica Proposicional; la
unidad Il: Conjuntos, Relaciones y la unidad Ill: Funciones especiales. Cada una
de estas unidades esta compuesta por una serie de contenidos, que abarcan su
desarrollo; se presentan ejemplos y una guia de ejercicios para que el docente la
utilice como guia de trabajo dirigida a estudiantes y estos puedan autoevaluarse.

Esta recopilacion bibliografica se ha hecho con el propésito de facilitar la

investigacion que muchas veces es dificil obtenerla.

Al docente y estudiantes se les recomienda que asi como el desarrollo de la
ensefanza es cambiante y a pesar de que la matematica es una ciencia exacta,
podemos llegar a desarrollar un método donde éste proceso se facilite de tal

manera que no sea una materia que cause dificultad al momento de cursarla.

Para el estudio de este trabajo o texto es suficiente el algebra y la geometria que
el alumno(a) cursé en bachillerato. Sin embargo, no se espera que domine la

tematica de dichas materias (algebra y geometria).

o Se sugiere a los/as estudiantes que:
No deben sorprenderse si a la primera lectura no entienden por completo
algin tema. Para estudiar y aprender Matematica siempre se requiere de

papel y lapiz en mano, y no vacilar en usarlos.
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Uno de los objetivos de este trabajo es que el estudiante aprenda a analizar los

principios basicos relacionados con dicha asignatura.

Caracteristicas Didacticas

Disefo del texto

La mayoria de las figuras y graficas aparecen después de la informacitn
literaria, tan cerca como sea posible de lugar en que se mencionen por
primera vez.

Ademas se ha utilizado un segundo color para destacar figuras y

enunciados importantes lo cual facilita el estudio de lo expresado.

Ejemplos
Cada contenido contiene ejemplos cuidadosamente seleccionados para
ayudar al docente y alumnos(as) a desarrollar y entender los conceptos

nuevos.

Ejercicios
Los ejercicios empiezan con problemas faciles y avanzan gradualmente

hacia otros mas dificiles. Los problemas de aplicacién (ejemplos) aparecen

.cerca del final de un contenido o subcontenido para que los alumnos(as)

adquieran confianza en las operaciones y en los nuevos conceptos, antes
de intentar resolver cuestiones que requieren del analisis de casos

practicos.
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Objetivos

General

e Proporcionar una guia del desarrollo de la asignatura de Matematica |

de la Facultad de Ciencias y Humanidades.

Especificos

e Que el estudiante desarrolle los ejercicios presentados en el

documento.

¢ Que el estudiante utilice la guia de la asignatura de Matematica I.
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UNIDAD I: Légica Proposicional

Introduccioén

La matematica considerada como una estructura arquitectonica, presenta los

siguientes fundamentos:

<«——— Teoria o método de construccién (Légica)

. <4+———— Materiales
Axiomas

/ . \4———— Cimientos
Conjuntos

Las disciplinas que estudian los fundamentos de la matematica son la teoria de
conjuntos y la logica. La teoria de conjuntos nos ofrecen los cimientos y el
material de construccion; pero la teoria de conjuntos no nos ensefa como
ensamblar los materiales de construccion. El proceso mediante el cual se
sobreponen los materiales matematicos es el campo de la prueba matematica,

de la derivacion de teoremas, que solo es posible gracias a la logica.

En un desarrollo elemental como el presente solo se estudiara la parte de la
légica llamada “Teoria de proposiciones” y que algunos conocimientos
elementales de teoria de conjuntos servira para dar una idea de como se aplica
la l6gica para construir el edificio matematico, la mas grandiosa creacién de la

razon humana.
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1 Légica Proposicional.

Es la disciplina que estudia las formas y leyes mas generales del pensamiento

humano.

¢, Cual es el objeto de la légica?. Es el estudio de los métodos y principios para
distinguir el razonamiento correcto del incorrecto, estableciendo la manera de
relacionar las partes de un discurso llamados proposiciones mediante términos

llamados conectivos.

La manera de relacionar las diversas partes de un discurso, es lo que se
conoce con el nombre de estructura logica; adoptaremos un simbolismo
apropiado para representar los discursos o argumentos verbales por formula, en

las cuales se pone en relieve las estructuras logicas.

Proposiciones

Definicion.- Una proposicién es una expresion con sentido en un lenguaje que

afirma o niega algo, pero no ambas cosas al mismo tiempo.
Toda proposicidon se caracteriza por ser verdadera o falsa, pero no ambas
cosas al mismo tiempo; esta caracterizacién hace que las proposiciones difieran

de las preguntas, 6rdenes o exclamaciones.

La “verdad” o “falsedad” de una proposicion se llama valor de verdad

Ejemplo:
a) La Universidad Don Bosco es la primera Universidad acreditada
en el pais.
b) “Cinco es impar y mayor que dos”



c) “Seis es multiplo de doce”

d) El hombre es un animal racional

Es una proposicidén y es verdadera
Es una proposicion con dos componentes y verdadera.

Es una proposicion y su valor de verdad es falsa

a o oo

Es una proposicion y su valor de verdad es verdadera

2 Conectivos Logicos y Enunciados Compuestos.

Las proposiciones pueden ser: simples o compuestas.

Una proposicion es simple cuando dice una sola cosa (una componente) como
los ejemplos “a” y “c”.

Una proposicion es compuesta o coligativa, cuando se forma por la unién de
dos proposiciones simples (dos componentes) por medio de conectivos

gramaticales que llamaremos conectivos logicos, ejemplo “b”

2.1 Simbologia:

Las proposiciones simples se representan por letras minusculas a partir de p, q,
r, s, etc.
- Los conectivos légicos son: A = (y)
V = (6)
= = (entonces, implica)
<& = (siy solo si)

v p= (no p, 0 negacion de p)



- El valor de verdad de una proposicion simple se representa por:

L (p); se lee, valor de verdad de “p

v (8); se lee, valor de verdad de “s”

- El valor de verdad una proposicién compuesta
U(p ~q); selee, valorde verdadde ‘py q”

U (p < q); se lee, valor de verdad de “p si y solo si @°

3 La Conjuncion y la Disyuncioén.

3.1 Conjuncion

Definicion.- Si dos proposiciones estan unidas por la palabra “y” (o un vocablo
equivalente), a la palabra proposicion resultante se le llama conjuncién, si las
proposiciones se simbolizan por p y q, entonces la conjuncion se denota por
“OAQ"

Ejemplo:

Simbolice la conjuncién: “Dos es numero par y es primo”
Solucion
Sean p: “Dos es numero par”’

g: “Dos es numero primo”

p A q : “Dos es numero pary es primo”

3.2 Disyuncion (inclusiva)

Definicién: Sean p y g proposiciones se llama disyuncion de p con q, a la

proposicion “p 6 q”, la cual se denota por “pvq”
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Ejemplo:
Simbolice la disyuncion: “-3 es mayor que —1 6 -7 es mayor que 7”

Sean p: “-3 es mayor que —1"
q:."-7 es mayor que 7”

Luego p v q, seria: “-3 es mayor que —1 6 —7 es mayor que 7"

4 La Negacion

4.1 Negacion

Definicion: La negacién en una proposicion se forma colocandole la palabra
“no” o anteponiéndole una frase como “no es cierto que”. El simbolo “ ¢ se

emplea para indicar la negacién de una proposicion.

Ejemplo:
Si p: “Maria es secretaria”
ou p : “Maria no es secretaria”

aup: “No es cierto que Maria es secretaria”
4.2 Condicional
Definicion: Sean p, q, proposiciones, se llama condicional o implicacion de
antecedente p y consecuente q, a la proposicidn “si p entonces q” la cual se
simboliza asi: “p = q”
Ejemplo:

“Si estudias, entonces apruebas el curso”

Simbdlicamente es equivalente a : p = q, donde

15



p: “estudias” .......ccccccoeiieeeiiennnn. es el antecedente.

q: “Apruebas el curso” .................... , €s el consecuente

5 Conectivos de la Implicacion

5.1 Bicondicional

Definicién: Sean p y q proposiciones, se llama bicondicional o equivalencia de

p con q, a la proposicion “p si y solo si q”, la cual se denota por p <> q y se define

como (p = q) A (q < p)

Ejemplo:
“Cinco es numero primo si y solo si tiene dos divisores”
donde p : “Cinco es un numero primo”

q “Cinco tiene dos divisores

Luego “Cinco es numero............... " se representa por. p<>q

5.2 Tablas de Verdad

Toda proposicion tiene un valor de verdad, asi, si p es una proposicion

denotaremos su valor de verdad por U (p).
Si p es verdadera, diremos que su valor de verdad es J y escribiremos:

vpP)=V
En caso contrario, escribiremos: U (p) = F

5.3 Valor de Verdad de una Conjuncion

El valor de verdad de una proposicion compuesta es verdadera si y solo si, el

valor de verdad de cada una de las componentes es verdadero.

16



Las siguientes opciones que puede asumir la proposicion (p A q) se resumen en

el siguiente arreglo:

Opcién o] Q pPAq
1 Vv Vv Vv
2 Vv F F
3 F Y F
4 F F F
Tabla 1.
Ejemplo:
1 1 1
Sean -+ == =
P 3 4 17 y
q:4-10=-6
U (pAq) =?
Solucién:

v(p)=FyL(q)=V
Luego, V(pAq) = F (la 32 opcidn de la tabla 1)

5.4 Valor de Verdad de una Disyuncién

El valor de verdad de (p v q) es falso si y solo si U(p) = F de lo contrario es
verdadero.

17



Su tabla de verdad es:

Opcion P Q pvq
1 Vv \Y \Y
2 \Y F \Y
3 F \" \Y
4 F F F
Tabla 2
Ejemplo:

Sean p : “Un triangulo es un poligono”

q: % es la mitad de 2"

v(pvQq=?
Solucién:
vP=V y U(@=F
Luego,V (p v q) =V (22 opcién de la tabla 2)

5.5 Valor de Verdad de una Negacién

Sea p una proposicion, la negacién de p es la proposiciéon “eup “ U (no p) cuya
tabla de verdad es:

Opcidén P NP

1 F

2 F \Y
Tabla 3

Ejemplo:
p :” El conjunto N es finito”
v(p) =7

18



Solucién:
U (p) =F, luegoV (" p) =V (22 opcién de la tabla 3)

5.6 Valor de Verdad de una implicacion

La proposicion p = q es falsa solamente en el casoque U(p)=VyU(q)=F.

Su tabla de verdad es:

Opcion P q pP=>q
1 \Y) \'} VvV
2 \' F F
3 F \' \'
4 F F \YJ
Tabla 4
Ejemplo:
Si % =0, entonces — =
Vp=>q)="7
Solucién:
vp)=F 'y UL@Q=V
Luego, U (p=>q)=V (32 opcidn de la tabla 4)

5.7 Valor de Verdad de una Bicondicional

La proposicion “ p < q” es verdadera, si p y q tienen el mismo valor de verdad.

Su tabla de verdad es:

19



Opcion P q peq
1 Vv \" "}
2 Vv F F
3 F \ F
4 F F \'
Tabla 5

Ejemplos:
1) 16espar(p=v), siysblosi2 esfactorde 16 (q=v)
2) 16espar(p=v), siysblosi3esfactorde 16 (q=f)
3) 16 esimpar(p=f)siysblo si2esfactorde 16 (q=v)
4) 16 esimpar(p=v)siysoblosi3esfactorde 16 (q=f)

Las tablas de verdad de las cinco operaciones binarias pueden resumirse en la

siguiente tabla unica.

pP.q Pvq | PAq | p=>q | poq

Bl W N =
< < T
< M < L
T < <l <
mn < <l ™M
MmN < N <
< N TN <

Partiendo de operaciones complejas por ejemplo: sea la proposicién compleja:

(p.q) » -
Siguiendo el procedimiento para elaborar tablas de verdad, la tabla queda asi:

20



Opcién P q r P.q - -r
1 V V V V F F
2 V Y F Vv Vv V
3 VvV F \Y F Vv F
4 \' F F F Vv \Y)
5 F Vv \ F \Y F
6 F Y F F Y \"
7 F F Vv F V F
8 F F F F \ Vv
Ejemplo:
2, 0316,
5 8 1 5
U(pe q)=7?
Solucién:

vp)=F 'y L(Q=F
Luego, v (p= q)=V (42 opcidn e la tabla 5)

6 Tautologia, Contradiccion, Contingencia

Una proposicién compuesta se dice que es una:

a) Tautologia : Si en su tabla de verdad, todas las combinaciones posibles son

verdaderas.
Ejemplo:
1. El partido en el poder manipula las elecciones ( p = v ) o el

gobierno lo apoya (g=v).

21



b) Contradiccion: Si en su tabla de verdad, la proposicion compuesta siempre

es falsa.

Ejemplo:
1. El partido en el poder respeta las votaciones ( p = f ) o el gobierno
respeta el voto (q="f).

c) Contingencia: Si en su tabla de verdad, el valor de verdad de la proposicion

compuesta es por lo menos una vez verdadera y por |o menos una vez falsa.

Ejemplo:
1. El partido en el poder manipula las elecciones ( p = v ) o el
gobierno respeta el voto (g =f).
2. El partido en el poder respeta las elecciones (p =f) o el gobierno

loapoya(g=v).

La tabla de verdad representa Tautologia, Contradiccion y Contingencia.

Opcion p q pvq
1 \Y \ v Tautologia
2 F \'} \Y)
3 \ F v Contingencia
4 F F F Contradiccion




UNIDAD lI: CONJUNTOS, RELACIONES Y
FUNCIONES

2.1 Conjunto, Definiciones y Notacion

El concepto de conjunto ha sido utilizado de forma tan generalizada en todas
las matematicas modernas, que es preciso su conocimiento por parte de todo
estudiante de nivel Universitario. Los conjuntos son un medio por el cual los
matematicos hablan de colecciones de objetos de una manera abstracta.

Conjunto se puede definir como “Agrupacion de objetos simples en un todo™
intuitivamente pensamos en conjunto como una coleccion de objetos del mismo
tipo o que tienen una caracteristica comun. ‘

Los objetos que integran un conjunto se llaman elementos, no se supone
ninguna propiedad uniforme de los objetos que forman un conjunto fuera de que
estan agrupados para constituirlos.

La totalidad de estudiantes que estén cursando Matematica I, forma un
conjunto. La coleccion formada por una pluma, una silla y una flor es otro
conjunto.

Los numeros 1, 2, 3..., constituyen el que se llama Conjunto de los Nameros
Naturales, que se denota por N. Los numeros 0,1,23....., forman el Conjunto

de los enteros no negativos Z*.

Notacion.

Se usan letras maytsculas como A, B, C, .... Y, Z para denotar conjuntos, y
letras mindsculas, como a,b ,C......Y, Z para denotar los elementos del conjunto.
De ser posible, es comun colocar entre llaves los elementos del conjunto y

separarlos por comas.
Para saber si un elemento “x” pertenece a un conjunto “A” se escribe x e A"y

se lee “x pertenece a A”.
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Si “X” no es elemento de “A”, entonces escribiremos “xg A” y se lee * x no

pertenece a A”.

Ejemplo:
Sea B = {5,7,9}. Es claro que 7¢B, 5¢B, 9¢B, 2¢B, ya que 2 no esta en el

conjunto B.
Existen dos maneras de expresar o definir a un conjunto:

a) Por Extension.- Cuando se pueden enumerar o listar los elementos del

conjunto, separados entre si por comas y encerrarlos todos entre llaves.

Ejemplo:
A= {246,810}

b) Por Comprension.- Cuando se da una propiedad que caracteriza sus

elementos.

Ejemplos:
a) B = El conjunto de los numeros enteros mayores que dos. (por
descripcion verbal)
b) C ={x/x es un namero Natural impar}

c) D={x/xeZ-3<x<15}.... (por formula)

Cuando un conjunto se define por medio de una regla, ésta debe expresarse
con palabras o bien, por brevedad, con simbolos.
Ejemplos:
a) Enumerar los elementos del Conjunto X = {x/x=2nneZ"}
precisamente se encuentran los valores que toma n.
n toma los valores de 0,1,2,3......, puede tomar también valores

negativos —1,-2,-3,-4
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Se determinan ahora los valores que adquiere 2n (2n significa 2 por n),
2n se obtiene multiplicando cada uno de los numeros -1,-2,-3,... por 2,
de modo que x = 2n toma los valores de 0,2,4,6,8,.... por consiguiente
X={-6,4,-2,...1}

Nota: {x/x =2n,ne Z } se puede escribircomo {2n/ne Z }

b) Enumerar los elementos del conjunto H = {3x/0<x<10,xe N}
X toma valores de 1,2,3,4,5,6,7,8,9.
3x toma valores de 3,6,9,12,15,18,21,24,27.
entonces H = { 3,6,9,12,15,18,21,24,27 }

1.1 Conjunto Nulo o Vacio.

Definicion: El conjunto que no tiene ningun elemento se llama Conjunto nulo o
vacio y se denota por @ .
Ejemplo:
a) ® ={xeU/x#x}
b) El conjunto de los nimeros naturales entre 1 y 2 es vacio.
c) El conjunto de satélites naturales del planeta Venus también es

vacio.
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Ejercicios 1

INDICACIONES: Enumere los elementos de cada uno de los siguientes

conjuntos

1. Los nombres de los dias de la semana.

2. Los nombres de los meses del ano que tiene exactamente 30 dias.

3. Los nombres de los continentes de la Tierra.

4. Los nombres de los departamentos de El Salvador que inicien con la letra
“S.

5. Los numeros naturales pares entre 1y 15.

6. Los numeros naturales divisibles entre 5.

7. Los numeros naturales entre 40 y 55 que son divisibles entre 15.

8. {x/x=n+7,neN}

(o]

. {x/Ix=5nneN }

10.{ x/x=Tn-3,ne N }

11.{5n+1/ne N }

12.{ 6n-3/ne N }
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13.{ 4x/x<5,xe N }

14.{3x/1<x<T,xeN}

16.{ 4x/0<x<l1l,xe N}

1.2 Subconjuntos.

Definicién: Un conjunto A es subconjunto de un conjunto B, si todo elemento
de A es un elemento de B.
Si A es subconjunto de B, se escribe AcB.

Nota: Todo conjunto es subconjunto de si mismo.

Ejemplos:

1. SiIA={1,23} y B={1,2,34}entonces AcB
2. Los subconjuntos del conjunto {1,2,3} son: {1,2,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3},

{1}, {2} {3}, 9.
Nota: El conjunto vacio es subconjunto de todo conjunto.

La notacion 4 ¢ B se lee “A no es subconjunto de B”, esio significa que existe

por lo menos un elemento de A que no esta en B.

Ejemplo:
SiA={ab,c}yB={12,a0b } entoncesA ¢ B
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1.3 Conjuntos lguales.

Definicion: Dos conjuntos A y B son iguales, lo cual se expresa A = B, si todo

elemento de A es elemento de B y todo elemento de B es elemento de A.

Nota: A = B significa que las relaciones AcB y Bc A4 se cumplen

simultaneamente.

Ejemplos:
Sea A ={1,2,3}y B ={3,1,2}, entonces A = B.
AcB y BcA

La notacion A = B, que se lee “A no es igual a B” significa que existe por lo
mencs un elemento que pertenece a A pero no a B, o bien por lo menos un

elemento que pertenece a B perono a A.

Ejemplo:
SiA={1,35}yB={1235} entonces A # B aunque AcB,Bz A
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jercicios 2

IDICACION: Escriba la expresion verdadera o falsa para cada uno de los

juientes ejercicios.

an Ay B dos conjuntos.

1.

Si todo elemento de A es elemento de B, entonces A < B

SiXcY yaeY,entonces ae X

Si ye B, ¢entonces y es subconjunto de B?

Escriba todos los subconjuntos del conjunto {1}.

Si A = {a,b}, use uno de los simbolos , €,¢,c o ¢ para hacer verdadera
cada una de las siguientes expresiones. (Escribalo en el espacio entre las

dos expresiones).

a) a A
b) ¢ A
c) {a} A
d) {a,b} A
e) {a,c} A

Dados los conjuntos A ={1,2,3}, B={1,3,5}, C={2,4,6}, D={1,23,45}y
E = {1,2,3,4,56,7}, determine cual de los enunciados siguientes son
verdaderos y cuales son falscs.

a) AcBHB
b) BezC
c) AcD
d CcbD




e) BcB
f) g4

2 Operaciones con Conjuntos.

2.1 Union.

Definicion: La unién de dos conjuntos A y B, la cual se denota por AUB, es el
conjunte de todos los elementos que estan el conjunto Ay / o en el conjunto B.

Es el conjuntc de elementos que pertenecen por o menos a uno de los dos
conjuntos.

AUB={x/x e Aoxe B}.

Ejemplos:

1). SeaA={1,23}y B={1,2,5}
Entonces AUB = {1,2,3,5}

2). SeaA={246}yB={ab,c}
Entonces AUB = {2,4,6,a,b,c}

Nota: Para dos conjuntos cualesquiera Ay B se cumple

Ac (AUB)
Bc (AUB)
AUB = BUA
AU ¢=A

Hw N =



2.2 Interseccion

Definicién: La interseccion de dos conjuntos A y B, la cual se denota por

AN B, es el conjunto de elementos que estan a la vez en ambos conjuntos Ay B.
AnB={x/xeAdy xe B}

Ejemplos:
Si A={123}yB={1,3,5}
Entonces AnB ={1,3}

Si A={ab,c}yB={def}

Entonces AnB = ¢

2.3 Conjuntos Disjuntos

Definicion: Dos conjuntos A y B son Disjuntos o Ajenos si AnB = ¢

Nota: Para dos conjuntos cualesquiera Ay B se cumple
1. AnB)cA
2. AnB)cB
3. AnB)=(BnA)

4.Am¢=¢

Ejemplos: Dados los conjuntos:

A={x/1<x<10,xe N} y B={3x/0<x<6,xec N}
Encontrar AUByA n B

Solucién: El conjunto A = {1,2,3.4,56,7,89}y B = {3,6,9,12,15}



Entonces:
AUB ={1,2,3,456,7,8912,15} vy An B={3,6,9}

Definicion: Se llama Conjunto Universal a aquél que contiene todos los
elementos que interesan en una situacion determinada.
Se denota usualmente por U.

Ejemplo:
Si A={1234}, B={46,8}, C={8,11,14} yAByC
comprenden el conjunto universal U, entonces
U={1,22346,811,14}

Ejercicio 2

Empleando las definiciones de Unién, Interseccién, Conjunto Universal y
Conjuntos Disjuntos complete con verdadero o falso para los siguientes

ejercicios.

1. Sean Ay B dos Conjuntos.
a) Sia e A, entonces a es elemento de AUB
b) SiacAUB entonces a es elemento de A
c) SiacAUB, entonces a es elemento de AnB
d) Siae AnB, entonces a es elemento de B
e) SiAz Bya e A, entonces a es elementc de B

f) SiA ¢ Byae AnB, entonces a es elementc de A
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2. SeanA={1,2,3,45}, B={2,4,6},C={6,7,8} y D={57,9}

Enumere los elementos de cada uno de los conjuntos siguientes.

a) AUC
b) BUC
c) CUD
d) AnC
e) BnC
fy CmD

g) Dn¢g

3. Dados A = {n/0<n<9nekN}, y B = {3»n-1/0<n<6,neZ} 'y

C={2n+1/0<n<6,ne N}, encuentre cada uno de los siguientes conjuntos:

a) AUB
b) AnB
c) BnC

4. Determine el Conjunto Universal U para cada uno de los ejercicios

siguientes, si los conjuntos dados comprenden U.

a) A={1,3,57,9}, B={1234} C={4,10,14)
b) AUB A={123,4586}, B={46810}
c) A={1,2,34,5}, Ac C C={369}




3 El Conjunto de los enteros.

Definicion: La unién del conjunto de los enteros negativos, los enteros no

negativos y el cero constituye el Conjunto de los Enteros que se denota por Z.

Z={.,-3,-2,-1,01,23,...}}

Cuando se juega a las cartas, es posible representar por +¢10.00 una

a de ¢10.0C, mientras que una pérdida de ¢8.00 se puede representar

por -¢8.00 . Cierta pesicién de 1,000 metros sobre el nivel del mar puede

denotarse por +1,000 metros, mientras que una de 50 metros bajo dicho nivel,
se puede denotar por —-50 metros.

A partir de estos ejemplos se ve que es posible emplear los signos (+) y (-)
para indicar dos direcciones opuestas.

Puasto que los enteros positivos se sitian a la derecha del origen en la recta
numeérica, los negativos deben ubicarse a la izquierda de! crigen. De esta
manera !as graficas del conjuntc de los onteros negativos constituyen puntos a
la izguierda de!l cero. En general, los enteros a y —a sen coordenadas de puntos

situados en lados opuestos con respecto al origeni y eguidisianic de &l

< —»

4 3 2-1 0 1 2 3 4

Obsérvese que al hacer un recorrido hacia la derecha sobre la recta numérica,

los nimeros aumentan de valor y al hacerlo hacia la izquierda, disminuyen de

valor.
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Por ejemplo -2 <-1,-3<0,-1>-3,1>-2.
La direccién positiva es hacia la derecha, mientras que la negativa es hacia la

izquierda.

3.1 Suma de numeros enteros

Para sumar dos numeros enteros negativos (-a) y (-b) en la recta numérica, se

empieza en el origen.

‘b” unidades  “a” unidades
< >

.
_(atb) ‘a 0

Se recorre “a” unidades en la direccidén negativa, hacia la izquierda del cero, y
se llega a la grafica del entero negativo (-a). A partir de este punto, se recorre “b”
unidades en la misma direccién y se alcanza asi el punto que estd a a+b
unidades a la izquierda del cero. La coordenada de este punto es -(a+b) e igual

a la suma de los enteros negativos (-a) y (-b).
Ejemplo: Sumar —4 y -3 en la recta numérica.

Solucién: Se recorren 4 unidades en la direccion negativa partiendo del origen
y, luego, 3 en la misma direccion. De esta manera se liega al punto cuya
coordenada es —7.

Por consiguiente (-4) + (-3) = -7

3 unidades 4 unidades

«

7 -6 -5 4 -3 =2 -1 0

35



Ejemplo: Calcular 8 + (-6) en la recta numérica.

Solucién: Partiendo del origen, se recorren 8 unidades en la direccion positiva
y se alcanza la grafica del nimero +8. A partir de este punto, se recorren 6

unidades en la direccion negativa y se llega al punto cuya coordenada es +2.
Por consiguiente 8 + (-6) = 2

Ejemplo:

Calcular 2 + ( -9) en la recta numérica.

9 8 7 6 S5 -4 3 2 -10



Ejercicios 3

Calcule graficamente las sumas siguientes.

1). (-4) + (-1)
2). (-2) + (-2)

3). 6 + (-3)

4). 4 + (-2)

5). 4+ (-7)

6). 2 +(-10)

7). 7 +(-7)

8). (-8) + 10

9). (-2) +6

10). (-5) + 2

11). (-10) + 10

12). 10 + (-6) + (-8)

3.2 Sustraccion o resta de numeros enteros

Definicion: Sila suma de dos ndmeros es cero, se dice que los nimeros son
inversos aditivos.
Para cada numero a € Z existe un nimero unico (-@)enAtalque a +(-a)=0
Por consiguiente, los numeros a y (-a) son inversos aditivos.

El numero (- @) se denomina algunas veces el negativo del nimero “a” .
Observacion: El negativo del nimero (a4 ) es — (a) o simplemente -a .
Ejemplos:

1. (-5) es el inverso aditivode 5; 5 +(-5) =0
2. 8es elinverso aditivo de (-8); (8)+8=0



Teorema 1. Si d e N entonces~(-a)=a

Demostracion.
Se hizo notar antes que no solamente es (- & ) el inverso aditivo de @, sino que

también a loesde (-a).

Puesto que (-a) +[-(-Q)] =0, - (-a) es el numero aditivo de (-a).
De esta manera —(-a) y a son inversos aditivos de (-a), puesto que los
inversos aditivos son unicos, -(-d )= 4.

Ejemplo: - (-10) =10

Definicién: Si a, b €N, entonces a-b ='a + (-b); o sea sustraer o restar b

de @ esigual a sumar el inverso aditivo de b al nimero a.

Nota: + (-a)=-a

Ejemplo: +(-4) = -4

Teorema:si d,b € N, entonces(-a)+b=-a+b=-(a-b)

Nota: a-b=a+(-b)=(-b)+ a=-b+a

Observacion: Cuando 4 es numéricamente menor que b y se tiene -a +b, se
escribe como +b- @ y luego se efectua la operacion.

7+19 =+19-7 = 12

Cuando daes numéricamente mayor que b se tiene @+ b, se escribe en la

forma —(a-b) y luego se realiza la operacion.
-10+8 = «(10-8) =-2



Ejemplos:

1) (-8)+6= -8+6
= (8-6)=-(2)=-2

2) 5-8 =-8+5
=(8-5)=-3

3) 10-(-6)=10+6 =16

Nota: -a-b=(-a)+(b)=-(a+b)
-9-13 = (9)+(-13)=-(9+13)=-22

Nota:
e Sia>b, entonces a-b>0
365-294 =71

e Si a =b, entonces a-b =0
259-259=0

e Sia>b,entonces a-b>0
2641-5473 = - 5473 + 2641
= -(5473-2641)
= -2832

Nota: Sid, b € Ny a# b,entonces a-b #b-a
7-5 =2 mientrasque 5 - 7 =-2



Ejemplos

1) —7-15=~«(7+15)=-22

2) 8-3+(-7)—-(6)=8-3-7+6=8+6-3-7
=(8+6)—(3+7)
= 14-10=4

3) 10+(4-12)=10+(-8)=10-8=2

4) 7+(2-15)=7+(-13) = 13+7 =-(13-7)=6

5 -17+(6-14)=-17+(-8)=-17-8=-(17+8)=-25

6) 6-(-4+8)=6-(4)=6-4=2

7) 12-(3-10)=12-(-7)=12+7=19

Ejemplos

1) Restar (5) de (7)
(7)-(5)=7-5=2

2) Restar (10) de (3)
(3)-(10) =3-10 =-10+3 =-(10-3) = -7

3) Restar (-5) de (7)
(7)=(-5)=7+5=12

4) Restar (5)de (-7)
(7)=-(5)=-7-5=-(7+5)=-12

5) Restar (-5) de (-7)
(-7) = (-5) =-7+5 = -(7-5) = -2

6) Restar (-15) de (-9)
(-9)—(-15)=-9+15=15-9=6
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Ejercicios 3

Obtenga el valor de cada una de las siguientes expresiones

1) (-3)+(-6)

2) (-4) + (-10)

3) (-12) +(-7)

4) 17 +(-8)

5) 25 + (-13)

6) 22 +(-19)

7) 8+ (-12)

8) 9+ (-17)

9) 12 + (-15)

10) -5+7

11) -8 =10

12) -20 +13

13)4-7+8

14)7-20+18

16)16-27 +5

Efectie la suma de cada una de las siguientes parejas de nameros.

1) 354y —78
2) -215 y 370
3) 280 y-573
4) -735 y 216
5) -164 y 253
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En los ejercicios siguientes, restar el primer numero del segundo:

1) 10de 13
2) 20de12
3) —8deb6

4) -4de15
5) 2de9

6) 10de-7
7) -14de-25
8) -30de-18
9) 164 de 238
10) 891 de 274
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3.3 Multiplicacion de enteros

La multiplicacion de enteros positivos es la misma que la de los numeros
naturales. Se requiere solamente definir el producto de un entero positivo y uno

negativo y el de dos enteros negativos.

Teorema: Si d,b € N, entonces d (-b) =-(db).

Es decir el producto de un entero positivo y uno negativo es un entero negativo.

Ejemplo: 3(4) =-(3x4)=-12
Teorema: Si d,b € N, entonces (-d)(-b) = db

Demostracion: (-a) (-b) =[- (a)] (-b)
=[-(aQ)(b)]
=-[-(ab)]
=db

O sea el producto de dos enteros negativos es uno positivo.

Ejemplos:

1) (-6) (-9)=6x9 =54
2) -5x4x3=[-5x4](3)
= (-20) (3) = -60
3) 7(-8)(6) =[7(-8)1(6)
= (-56) (6) = -336

4) —=2(-9)(10) =[-2 (-9)] (10)

= (18) (10) = 180
S) =3(-4) (-8) = [-3(-4)] (-8)

= (12)(-8) = -96



Nota: Cuando una expresidén contiene sumas, restas y multiplicaciones sin
simbolos de agrupacion, se efectuan primero las multiplicaciones antes que las

sumas y restas. (el paréntesis significa multiplicacién)
Ejemplos:

1) 12(3-9) - 10 = 12(-6) 10

= -72-10 = -82
2) 12+ 4(3-12) = 12 + 4 (-9)
=12 - 36 =-24
3) 15-7(2-11) =157 (-9)
=15+63=78
4) 20 (-4-1) — 13 (-8+2) = 20(-5) — 13 (-6)
=-100 + 78 = -22
5) —3(Q +2b -5) = -3(A ) + (-3)(2b) + (-3)(-5)
=34 -6b+15

Ejercicios 3

Encuentre los valores de los siguientes ejercicios.

1) 5(-6)

2) -7(8)

3) —15(-4)

4) -8(5)(6)
) 7(-2)(3)

6) 5(-4)(0)

7) 9(7)(-2)

8) 17(4)(-1)
9) -8(3)(-2)
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10) 4(-5)(-8)
11) 20-(-18)+ 8 (-2)

12) 122 x8 + 2 —(-9)
13) 9x7 — 6x10 - 7(-4)

14) 8+2(-4) — 6(7-8)

15) 8x12 — 5(-4) + 7(2-10)

Efectle las multiplicaciones

16) 4(a -2)
17) 8(2a -3)
18) 2 (A +86)
19) -12(3-Q)
20) —2(4-5Q )
21) 2( A -b-4)
22) 2(3a -b-1)
23) -8(d -b-2)

3.4 Division de niumeros enteros.

De la multiplicacion se tiene 4 x 6 = 24. Cuando el numero 6 se multiplica por 4,

el resultado es 24. Dicho numero (6) se llama cociente de 24 dividido por 4. En

simbolos escribimos 24 =~ 4 = 6 o bien % =6. El simbolo + se lee “entre” o

“dividido por” y significa division.

Definicion: Si d,b,c e Zconb-0y d=Dbc entonces % =c
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a . . .. .. , a
Cuando 5 = ¢, el nimero se denomina dividendo, b es el divisory ¢ 6 5 se

. . a . . .y
llama cociente. El cociente — también se denomina fraccién; d es el numerador

y b es el denominador de la fraccidon. A veces, nos referimos a dy b como los

términos de la fraccion.

Ejemplos:

1) %:s yaque 2 x8 = 16

2) :271. ~3 puesto que (-7)(3) = 21

3) 5_‘; - -9 dado que (-6)(-9) = 54

4) ‘Tls -5 yaque 3(-5)=-15

Nota:
El cociente de dos numeros positivos 0 dos negativos es uno positivo. El
cociente de un numero positivo dividido por un negativo, o bien un ndmero

negativo entre uno positivo es un numero negativo.

Cuando una expresion contiene multiplicaciones y divisiones sin simbolos de

agrupacion, se efectuan dichas operaciones en el orden que aparezcan.
Ejemplos:

1) 6x2 +4=12 +4=3
2) 24(-3) + 9=-72 +9=-8

3) 48 + 8x2=6x2=12

4) 96 + (6)x8=-16x8=-128
5) 104 + 13 + 2=8 +2=4
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Cuando una expresion contiene las cuatro operaciones aritméticas sin
simbolos de agrupacion, se realizan las multiplicaciones y divisiones en el orden

que aparezcan, antes de efectuar las sumas y restas.
Ejemplos:

1) 36 + 12+6 = 3+6=9
2) 16 + 8-4= 2-4=-2
3) 7+28 +(-7)=7+(-4)=7-4 =3
4) 27 + 9x3+2x8-8=3x3+16-8
=9+16-8=25-8=17
5) -32 + 4x26+2+4= 8x2-3+4
= 16-3+4
=19+4=-15

Si la expresion contiene simbolos de agrupacion con solamente numeros
especificos en su interior, primero se llevan a cabo las operaciones incluidas en

dichos simbolos.

Ejemplos:

1) (27-3) +8+4(5-7)= (24) +8+4(-2)

=3-8=-5
2) 72 +(-8)x2-4 +(6-4)=(-9)x2-4 +(2)
=-18-2
=-20
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5 El cero y la Division

=l producto de cero y cualquier nimero a € Z es cero
x5=0, 0(6)=0

-a divisién se define a partir de la multiplicacion.

=4 porque2x4=8 vy

;—8 =-3 yaque6(-3)=-18

A . 0 . .
sonsidérese 3 ; e busca un numero a e Z tal que 8 x @ =0. Este nimero es
cero.

. . 4 )
\hora bien consideremos 6; en este caso buscamos un nimero a € Z tal que

X d =4,

ral nimero no existe, puesto que 0 x d =0 paratodo a € Z .

onsidérese por ultimo %; ahora se busca un nimerob€ Z talque 0 xb =0.

:ste enunciado es cierto para cualquier nimerob € Z
x4=0, 0(-12)=0, 0x0=0
:s decir, b no es un nimero Unico y un cociente debe serlo.

>or consiguiente, para cualquier nimero a # O se tiene.

a . 0 . .. ) .
=0 5 = no esta definido o Nno es un numero unico es indeterminado

48



Observacion

Puesto que P 1o esta definido cuando q = 0, todos los denominadores de las

q

fracciones se supondran diferentes a cero.

Ejercicios 2.3.4

Obtenga el valor de cada una de las siguientes expresiones.

1) 56 + 8
2) 48 + 16
3) 24 + (-6)
4) 48 + (-8)
5) —16 + 8
6) —36 + 4
7) 18 + (-9)
8) —63 + (-7)
9) 2x8 +4
10) 10x6 +15

11)6 +2+9 + 3

12) 48 +16-4x2
13) 15 = (-3) +8

14) 18 + (-3) + 14(-2)
15)9+3x2+7x8-3
16) 12 +4x3-8 +4x2
17)27x3 +~9+2(6-4)
18) 24 x5 + 12 -10(6-3)
19) 7 + 3(8-5) — 4 +(-2)
20) 15-2(-5) — (20-4) +8
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4 El Conjunto de los Numeros Racionales

. a . . .
Dados a,be z,b #0, el cociente 3 no siempre existe en el conjunto de los

enteros, por ejemplo cuando a == y b =3. Esto pone de manifiesto la necesidad

de ampliar el conjunto de los enteros.

Definicion: Cuando el conjunto de los enteros se extiende para incluir todos

los cocientes de la forma £, donde p,q € z,q # 0o se obtiene el conjunto de los
q

numeros racionales denotado por Q.

Q={£
q

. . 2
Observemos que % en Qesiguala @ en z . Del mismo modo —22 en Q es

PqE€z.q* 0}

igual a a en Z. De este hecho resulta que las representaciones fraccionales de

los enteros no son unicas, lo cual conduce a la siguiente definicién:

sify - €(Q,, entonces P-T giysolosips=qr

r
q9 S qg S

De la definicion se tiene que si P Q y k ez k+o entonces
q
p_kp
q q
Ejemplos
2 S
230 _10
3 53) 15




lota: Si ¥ € 0 entonces _¥ = Chep) P

] q (-)q) -gq

kp

Definicién: Las fracciones £ y — se llaman fracciones equivalentes.
q

P kp

Cuando la fraccidn £ se escribe en la forma P se dice, que esta en términos
q q

rayores.

kp

Si la fraccion s se expresa en la forma B, donde py ¢ no tienen factores
q q

omunes, se considera que esta en términos minimos o reducida.

Ejemplos:
- .. . 5 .
Escribir una fraccion equivalente 5 con —42 como denominador.

olucion: puesto que —42 = (-6)(7) se tiene que
L2 (59)6) _~30
(-6)(7) -—42

.12 :
Expresar en fraccion 20 en su forma reducida

., 72
Solucién; = = —— = —
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4.1. Reduccion de Fracciones

Definicion: El entero mayor que divide a un conjunto de enteros se denomina
su maximo comun divisor (o factor) y se denota con la abreviatura M.C.D.
El maximo comun divisor de un conjunto de numeros contiene todos los factores
primos que son comunes a todos los miembros del conjunto. y a cada factor
primo lo contiene el minimo numero de veces que esta contenido en cualquiera

de los numeros.

Ejemplo: Encontrar el M.C.D. de los numeros 60, 72, 84.

Solucion: Primero factorizamos los nimeros en sus factores primos

60=2.2.3.5
72=2.2.2.3.3
84=2.2237

El maximo numero divisores 2. 2. 3=12
Cuando el maximo comun divisor de dos numeros ay bes 1, decimos que
ambos son relativamente primos. EI M.C.D. de 64 y 75 es 1. Por lo tanto, estos

numeros son relativamente primos.

Una aplicacién de M.C.D. es la reduccién de una fraccién a sus términos
minimos, empleando la regla

_r
kg q

. . 24 . .
Ejemplo: Reducir la fraccion e a sus términos minimos.
J

Solucion: se expresa 24 y 36 en sus factores primos y luego se obtiene su
M.C.D.
24=2.2.2.3



36=2.2.3.3
MCD=223=2
24 122

2
Por consiguiente — = ==
36 123 3

. . . 252 o -
Ejemplo: Reducir la fraccion 288 a sus términos minimos.

Solucion: 252=2.2.3.3.7
288=2.2.2.2.2.3.3
M.C.D.=2.2.3.3=36

w
=
~

00|

Por lo tanto & = =
288

[8)
(o))
o0

Nota: es posible reducir una fraccion sin calcular el M.C.D. Se factorizan
ambos numeros y se divide tanto el numerador como el denominador por los

factores comunes.

252 . _ @A) 6AT
288 (34)222.(35)

U
8

Nota: a+b

significa (a+5)=+c

Ejemplos:




‘Nota: —2— significa a+ (b +c¢)

Ejemplos:

Ejemplos:

1) 8+9=£
4+3 7

16-4 12

2) <
5-2 13

17
+4=ﬂ=3

3)
13-6 7

Observacion: Reduzcase siempre la fraccion final.

‘N
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Ejercicios 4

Encuentre el numerador o denominador faltante

6
1
2) —=_
) 377
3) - _
) 370
g .12
16
2
5) 6_2
-
6) S _
9 27

1
NS
12

8 -
) %
24

9 -
T
2
10) 2
63

1y 26
128

12) >




Obtenga los valores de las expresiones siguientes:

13) !
14y =4
1
15 517
J
,
16) 20+7
~6
75—
17y 2273
s
18) 15-18
9

4.2 Suma de Numeros Racionales

< ez . r r +r
Definicion: Si 3,— € O, entonces p.r_PTr
q9 9 q 49 q
Es decir, la suma de los nimeros racionales con un mismo denominador es un
numero racional cuyo numerador es la suma de los numeradores y cuyo

denominador es el denominador comun.



Ejemplos:

) - = = =

1
16 16 16 16 2

La definicion de suma se puede extender al caso de nimeros racionales con
denominadores distintos.

Puesto que L5 y L. 4
s

9 g5 qs
Setiene £+l -P5 4 _PS*tqr
q s 45 g5 gs

El nimero gs es un multiplo comiunde qy s.

Ejemplo:

4.1_40 , (DO _ @O+ _24+7 _31
76 ()6) ()  ()N6) 42 42

Definicion: El menor entero positivo divisible por cada uno de los miembros de

un conjunto de enteros se llama su minimo comun multiplo y se denota con la
abreviatura m.c.m.

El minimo comun multiplo de un conjunto de enteros debe contener todos los
factores primos, cada uno de ellos el maximo numero de veces que esté
contenido en cualquiera de los numeros.



Ejemplos:

Encontrar el minimo comun multiplo de 12,16,18.

Solucion: Se factorizan los numeros en sus factores primos

12=223
16=2222
18=233

m.cm. =2.22.233=144

Obtener el minimo comun multiplo de 36, 48, 60.

Solucion: Se factorizan los numeros en sus factores primos.

36=2.233
48=22223
60=2.23.5

m.c.m =2222335=720

El ndmero comun multiplo de los denominadores de un conjunto de fracciones
se denomina minimo comun denominador y se denota con la abreviatura m.c.m

con minusculas para distinguir de M.C.D, que es el maximo comun divisor.

Para sumar fracciones con denominadores diferentes primero se halla el

minimo comun denominador y luego se combinan utilizando la regla:

£+£:p+r

q9 49 q

‘h
[0e]



Ejemplo:

Efectuar —+—+=

Solucion: —+ =

4.3 Sustraccion de numeros racionales

De la definicién de adicion o suma se tiene que:

p_-—p_ptp)_0

=0
q9 49 q q
Por consiguiente —= es el inverso aditivo de P
q q
También £-2 -0 : 0 sea, —£ es el inverso aditivo de £
q 49 q q
Porlotanto ~£="£ -2
9 9 —q
-2 2

Por ejemplo: S22 2
3 3

La sustraccidon o resta de numeros racionales se define en base a la adicion.

Estoes£_£:£+‘_’:P+(’r):P—r
9 9 9 49 q q

_ _ N pe
Tampien 2_T P, =r P _ atr) _Ps+q(zr) _Fs—qr
g s g s 49 @5 g -
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Ejemplo:

1) 3_71_3-7_-4__1
3 8 8 8 2
2) 3.1_32)-15) _6-5_1
5 2 5(2) 10 10
—25 2
g 25 _54-25 29

10 12 60 60

El minimo comun denominador es:

m.c.d =48
< 5 _39)-4(5) _27-20 7
16 2 48 48 48
Combinar l—£+£
9 18

Solucién el m.c.d. = 36 :

<|l 513 _3(D-4(9)+203)

2 9 18 36
21—20+26 27_3
36 36 4
Ejercicios 4

Encuentre el minimo comun multiplo de cada uno de los siguientes conjuntos
de numeros.

1) 2.3.4
2) 4,9,12
3) 6,9,12
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4) 610,18
5) 2.3.5

Efectue las siguientes operaciones con fracciones y expresar el resultado en

forma reducida.

1) 1.4
J J
2) 3.7
5 6
o)
3) :+i
7 7
4y 2.8
13 13
5) l.{_i_ﬁ
16 16 16
i
6) -_O_i.f_i
17 17 17
7y L1, 8
19 19 19

4.4 Multiplicacion de niumeros racionales

€0 entonces P r_pr

Definicion: Si £,
(] q Ry (]S

Y|y

Es decir, el producto de dos numeros racionales es un numero racional cuyo
numerador es el producto de los respectivos numeradores y cuyo denominador

es el producto de los denominadores respectivos.
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Ejemplos:

2 5 2x5 10

1) ,.;X_: = —
377 3x7 21

) 3,710 310 _-30 2
5721 521) 105 7

4.5 Division de los numeros racionales

Definicion: Si el producto de dos numeros es igual a 1 se dice que los

numeros son inversos multiplicativos o reciprocos.

P
ap

N

Si£eQ y £;z:O,entonces =1

q q

X

Q|
IS

Por consiguiente, P y 4 son reciprocos.
q P

La division de numeros racionales se define a partir de la multiplicacién.

Si ﬁ,ie Oy L 0, entonces
S




Definicion:

Si B,’—'EQ y '—ﬁ:O,entonces
({ S R

p.r_p.s
q R) q r
De modo que dividir por una fraccion es equivalente a multiplicar por el reciproco

de ella.

-5 25 5 81 5x81 27

6 81 6 25 6x25 10

) .=

3) 12 (9 12 28 12x28 16
35\ 28) 35 9  35x9 15
Ejercicio 4

Efectué las operaciones indicadas y simplifique

-—
N
(RN N}
>
|(‘/J | Lo

»
19| W
»s

3




26 39
27 36

5. Factorizacion de numeros

5.1 Factorizacion de numeros

Definicion:

El conjunto de los numero primos consta de todo aquel numero natural mayor
que 1 que sea divisible unicamente por el mismo y la unidad.

Los numeros primos menores que 100 son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
37,41, 43,47, 53, 59, 61,67, 71, 73, 79, 83, 89, 87,97.

Definiciéon: Un numero natural mayor que 1 se llama compuesto si no es primo.

Todo numero compuesto puede expresarse como un producto de primos en una
y solamente una forma, sin tener en cuenta el orden de los factores. Este
enunciado se conoce como el Teorema Fundamental de la Aritmética. Las notas
siguientes son utiles para factorizar un niumero compuesto en sus factores

primos.
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Nota: Un numero es divisible por 2 si termina en 0,2,4,6,8

Ejemplo:
El nimero 714 es divisible por 2 | ya que termina en 4.

Nota: Un numero es divisible por 3 si la suma de sus digitos es divisible por 3.

Ejemplo:
El numero 528 es divisible por 3, dado que la suma de sus digitos es 5+2+8 = 15

Nota: Un numero es divisible por 5 si termina 0 6 5.
Ejemplo:
El nimero 930 es divisible por 5, puesto que termina en 0.

Para encontrar los factores primos de un numero dado, se empieza con los
nameros primos en orden. Se verifica si el numero es divisible por 2; si es asi, se
divide por 2 y se obtiene el cociente. Si éste ultimo también es divisible por 2, se
divide nuevamente por la misma cantidad, y asi sucesivamente hasta obtener un
cociente que no sea divisible por 2.

Luego se analiza si el cociente es divisible por 3. Cuando se haya dividido por 3
todas las veces posibles, se verifica si el cociente es divisible por 5. y asi
continua con los primos mayores sucesivos hasta que el cociente sea 1. Todos

los divisores obtenidos son los factores primos del nimero dado.
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Ejemplo:
Encontrar todos los factores primos de 780

Solucion:
780 |+ 2
390|+2
195|+3
65 |+ 5
13 |+13
1

Por lo tanto, los factores primos de 780 son: 2,2,3,5,13
Estoes 780=2.2.3.5.13

Nota:
Es posible concluir la prueba de divisibilidad de un numero dado, cuando se
Hlega a uno primo, tal que al multiplicarse por si mismo. da como resultado un

producto mayor que el numero dado.

Ejemplo:
1) 59 es primo y las unicas pruebas que se requieren son las 2,35y 7. El
numero siguiente que hay que probar es 11 pero 11 x 11 = 121 que es
mayor que 59.
2) En el caso de 149 se analizan 2,3.5 7 y 11 y se finaliza, ya que
13x13=169

66



Ejercicios 5

Escriba los numeros siguientes en términos de factores primos.

1) 12
2) 18
3) 24
4) 28
5 36
6) 40
7) 44
8) 46
9) 50
10) 56
11) 64
12) 70
13) 78
14) 84
15) 96
16) 112
17) 131
18) 144
19) 157
20) 176

5.2 Factorizacion de Polinomios

Cada uno de los numeros que se multiplican entre si para obtener un producto,
se llama factor. Algunas veces es deseable escribir un polinomio como el
producto de varios de sus factores. Este proceso se llama factorizacion. En

particular este documento se factorizaran polinomios con coeficientes enteros.
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Factores: se llaman factores o divisores de una expresion algebraica a las
expresiones algebraicas que multiplicados entre si dan como producto la primera
expresion.

Asi multiplicandoa por a+b tenemos

ala+b)=a’ +ab

ay a-b, que multiplicamos entre si dan como producto a- +ab, son factores o
divisores de a* +ab .

Del modo propio (x+2)(x+3)=x" +5x+6. Luego x+2 y x+3son factores de

X*+5x+6.

Factorar un monomio: los factores de un monomio se pueden hallar por simple

inspeccion. Asi los factores de 15ab son 3, 5, ay b por tanto 3.5ab

Factorar un polinomio.

No todo polinomio se puede descomponer en dos 0 mas factores distintos de 1,
del mismo modo que, en aritmética, hay numeros primos que solo son divisibles
por ellos mismos y por 1, y por tanto, no son el producto de otras expresiones
algebraicas. Asi a+5b no puede descomponerse en dos factores distintos de 1

porque solo es divisible por a+54 y por 1.

Factores comunes a todos los términos.

Ejemplo 1: obtener M.F.C de 4x°, 6x*, 12x

Solucion ; 4x’ = 2°%°

Las bases comunes son 2 y x.
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El minimo exponente de 2 es 1y el de xes 1.

Por consiguiente el MF.C = 2'x' = 2x

Ejemplo 2: obtener M.F.C de 9x°y*, 12x'y, —15x°

Solucion: 9x°y* = 3°x°)°
12x*y = 2°3x'y
—-15x" = —-3.5x

Bases comunes 3y x
Minimo exponente de 3 es 1y de x es 3.

Porlotantoel M.F.C = 3x°
Ejemplo 3: obtener M.F.C de 6a*(x - ), 9a°(x - y)*, 12a*(x—y)*

Solucion : 6a*(x-y)* = 23a*(x-y)
9’ (x—yy =3a’(x-y)

12a°(x—y)* = 2°3a°(x—y)*

Las bases comunes son 3, a, y (x—y).

El minimo exponente de 3es 1, eldeaes 1yelde (x—y) es 2.

Por tanto el M.F.C = 3a°(x - y)’

Cuando los términos de un polinomio tienen un factor comun, se emplea la ley
distributiva ab, +ab, +ab, +...+ab, =a(b, +b, + b, +...+b)).

Para factorar un polinomio. Uno de los factores es el M.F.C de todos los
términos del polinomio. El otro es el cociente, que se obtiene dividiendo cada

término del polinomio por el factor comun; esto es

69



ab, ab, ab, ab
ab +ab, +ab,+..+ab, =a(—L +—=+ 2+ .+ 1)

Y Y
ot (2 ce a

=a(b +b,+b,+..+b)

Ejemplo 4: factorizar el polinomio 3a-a

Solucién : Maximo factor comun es a

Ejemplo 5: factorizar 8%’ —4x” +12x
Solucién : Maximo factor comun es 4x

. R 3 2
8 —dx® +12r = g ¥ 12
4x 4x 4x

= 4x(2x"-x+3) R/

)

Ejemplo 6: factorizar 4x*(2x-1)-8x(2x-1)

Solucion : Maximo factor comun es 4x(2x-1)

[4.v3(2.r —1) Sx(2x-1) 1
[ 4xCx-1) 4x(2x-1) |

4x° (2x-1)-8x(2x-1)" = 4x(2x-1)

4x(2x - D[r - 2(2x - 1)]



4x(2x - D[x - 4x +2]

4x(2x-1)(2-3x) R/

Ejercicios 5

1) Aplicando la teoria de expuesta y tomando como base los ejemplos.

encuentre el factor comun; a ios ejercicios siguientes:

-

a) x’ x,x

b) 6x*,9x’,12x

c) 15x°,25x* 30x2

d) 12x?y,18x%y,6x*

e) 6(x+2)9(x+2)

f) x(x+2)°,x*(x+2)

2) Factorice los siguientes polinomios.

a) 4x+4

D) 3x+9

c) 12x+6
d) 10x-5
e) 18x-27

f) 4x* +4x

g) S(x-4)-10(x —4)’

h) 6(2x+1)* - 2(2x+1)
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5.3 Factorizacion de un binomio.

Los métodos de factorizacion de polinomios se presentaran segun el numero de
términos dei poiinomio que hay que factorizar. Un monomio es una forma
clincmic que se considera es el binomio.

. .
facterizada, asi que ¢!

Cuadrados y raices cuadradas.

Los cuadrados de los nimeros 3, 52, 2/3, a, X, y, b® son respectivamente 32, 5%
27132 a° x* y*, bl

Los numeros 3, 52 2/3, a, X%, y, b® se llaman raices cuadradas de 32 5% 2%32
a®, x* v b® respectivamente.

La raiz cuadrada de un numero a se denota por *a. El simbolo _(," se
denomina radical, el 2 que se incluye en el indice y el numero a se llama
radicando.

Cuando no se escribe ningun indice se supone que es 2.

Aungue los cuadrados de (+3) y (-3) son iguales a 9, cuando se hable de la raiz

cuadrada de 9, nos referimos al numero positivo 3 y no a (-3).

Definicion: se dice que un numero es un cuadrado perfecto si su raiz cuadrada
€s un numero racionai.

La raiz cuadrada de un nimerc especifico puede encentrarse descompeoniendo
el numero en sus factores primos, con sus respectivos, y luego dividir entre 2 a
cada exponente de su potencia original ( cuando se eleva un numero al

cuadrado muitipiicamos su exponente por 2).

Ejemplos :




[

(@)
IR
hl -~
UI|N
il

Definicion : si a es un nimero literal y n e N, se define ~/a** como (- a)*" =a".

Si el exponente no es divisible por 2, el nimero no es cuadrado perfecto.

Ejemplos :
1) .a* =a
2) x2y6 — WS

Diferencia de cuadrados.

El producto de los factores (a+5) y (a-b) es a* -b*, es decir, la diferencia de
dos términos cuadrados perfectos.

Los factores de una diferencia de cuadrados son ia suma y diferencia de las
raices cuadradas respectivas de dichos cuadrados.

Ejemplo : Factorizar 9a° -4

Solucion : Las raiz cuadrada de 9a° es 3a y la de 4 es 2 por consiguiente

9a° -4 =0Ba+2)3a-2).

Nota : Recuerde factorizar el polinomio completamente.

Ejemplo : Factorizar completamente x* -81y*

)
)



Solucion:  x* —81y* = (x* +9y7)(x* - 9y7)

= (x* +9)7)(x +3y)(x - 3y)

Nota : Antes de verificar si el binomio es una diferencia de cuadrados, véase si

hay aigun factor. £ste es el primer paso a efectuar.

Ejemplo : Factorizar completamente 6x* —6
Solucién: 6x*-6=06(x"-1)

=6(x* +1)(x* =1)

=6(x* +D(x+1)(x-1)

Nota: (a+b)a-b)=(a-b)a+b).
Ejemplo 1: Factorizar completamente x* —4(y - 3)?

Solucién : x*—4(y-3)> =[x +2(y-3)[x-2(y-3)]
=(x+2y-6)(x-2y+6)

Ejemplo 2: Factorizar completamente (x -1)* + y*(1-x)
Solucién: (x—1P+y*(1-x)=(x-1 -y’ (x-1)

= (x-D|x-1 - »*
(x-Dx-1+y)(x-1-y)

‘Ejemplo 3: Factorizar completamente x° —%

.. . 9 3
Solucion : Laraiz cuadrada de - es 5
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> 9 3 3
x —'g—(—\’ﬁL/“‘)(x_:{)

43

Ejercicios 5

Factorice completamente los siguientes polinomios.

4) 4-x

s
5) 9x” -1

B) 16x* -9

7) 9x% —25)°

8) 6x° +24

9) 12x*y* -75a°

10) 3x" — 48y*

.1
12)x —5
‘13).\*'—i

25
14)40¢° - 10
25

15) y* — 10
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5.4 Factorizacion de un trinomio.

La Factorizacion de los trinomios se divide en dos casos

1. Eltrinomio es de laforma x* +bx+c,b,ce Z:b#0,c=0.

2. Eltrinomio tiene laforma ax* +bx+c,a#la,b,cc Z:b=0.c % 0.

Trinomios de la forma

x —bx+c,bceZb#0,c20

Consideremos los productos siguientes:

(x —m)(x+n) = x>+ (m+n)x+mn

(x=m)(x—-n)=x>+(-m—n)x+mn

(x —m)(x—n) = x*+(m-n)x—mn

(x —=m)(x+n)=x*+(—-m+n)x—mn

Se observan las siguientes relaciones entre los productos y sus factores:

S

El primer término de cada factor es la raiz cuadrada del término que
aparece al cuadrado en el trinomio.

E! preducto de los segundos términos de los factores es el tercer
término del trinomio.

La suma de los segundos términos, con sus respectivos signos, es el

coeficiente dei término central dei trinomio.
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Notas :

- Para encontrar los segundos términos de los factores, se buscan dos
numeros cuyos productos sea ei tercer término dei trinomio y cuya
suma sea ¢! coeficiente del térming central del trinomic.

- Cuando el signo del tercer término del trinomio es positivo los dos
numeros tienen signos iguales al signo del término central del trinomio.

- Cuando ei signo dei tercer término dei trinomio es negativo. ios dos
numercs tienen signes cpuestos y el de mayor valor absoluto tiene el

signo del término central del trinomio.

Ejemplo 1: Factorizar x* +8x+15

Solucién : El primer término de cada factor es /x> = x
Por consiguiente x* +8x+15=(x )(x )

Como el signo del ultimo término (+ 15) es positivo, los numeros que faltan en

ios factores deben tener ei mismo signo dado que ei signo dei término centrai

(+8x ) es positivo, los dos nimeros faltantes también deben serlo.
CA+8x+15=(x+ )(x+ )

Buscamos dos numeros naturales cuyo producto sea 15 y cuya suma sea 8, los

numeros son 3y 5.

Por tanto x* +8x+15 = (x+3){(x +5)

Ejemplo 2: Factorizar x* —10x + 24

Solucién : El primer término de cada factor es ~/x” = x



Por consiguiente x* —10x+24=(x )(x )

Puesto que el signo del tercer término (+ 24) es positivo, los numeros faltantes
en ios factores deben tener signos iguaies. Como ei signo dei término centrai (-

- i Tmaros
10x ) es negativo los nuimeros q

Ox n ! 10s numer

ie faltan deben ser negati

O
[

x*=10x+24=(x- )(x— )

Buscamos dos numeros cuyo producto sea 24 y cuya suma sea 10, los nimeros
son 4y 6.

2

Por tanto x* —10x +24 = (x - 4)(x - 6)

(@)

Ejemplo 3: Factorizar x* - 5x-36

Solucién: ¥’ -5x-36=(x )(x )
Como el signo del ultimo término es negativo, los numeros faltantes en los
factores tienen signos opuestos.
X =5x-36={x+ ){x- )
Dado que el signo del término central es negativo, el nimero de valor absoluto

mayor debe tener signo negativo.
x* = 5x-36 = (x+ numero menor )(x— numero mayor )
Buscamos dos numeros naturales cuyo producto sea 36 y cuya diferencia sea 5.

Los numeros son 4y 9.

Comén ~ . £ .. 2 — fae s ANL ol \
Entonces v —-5x-36={x+4)(x-9)

Ejemplo 4: Factorizar x* +3x-28.
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Solucion : x> +3x-28=(x )(x ).
Como el signo del ultimo término es negativo, los numeros faltantes en los
factores tienen signos opuestos.

~

T 4+3x-28={x+ ){x- )

Como el signo del término central es positivo, el nimero mayor de valor absoluto

debe tener signo positivo.

X +3x 28 = (x+ numero mayor )(x- numero menor )

Buscamos dos numeros cuyo producto sea 28 y cuya suma sea 3. Los numeros

son4dy’7.

Notas :

- Cuando el término del trinomio es un numero grande y sus factores no
son inmediatos, se escribe el numero como producto de sus factores
primos luego se analizan productos de factores formados cen
combinaciones de |os primos.

- No todo polinomio es factorizable en el conjunto de los enteros; por
ejempio:

a) x +2x+2
b) x*+3x+4

-

¢l x—-x-8
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Ejercicios 5

Haciendo uso de toda la teoria expuesta en este contenido.

factorizacion de trinomios de la forma x* +bx+c.

3) x*+11x+30

4) ¥ -5x+6

5) x*-12x+3

6) x*-80+2x

7) x*-36-16x

8) x7 +14xy +48y°

9) x’+9xy-36y°

10) x* - 2xy - 63y°

11)5x* +5x-10

12) ax’ + Sax + 6a

13) ¥’ —12x* +20x

14) x* +2x° - 8x?

15)3x’ —3x° —18x
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5.5 Trinomios de laforma ax” +bx+c¢c a#l,a.b,ce Z,b#0,c#0

Consideré el producto
2x+4)(x+3) =2x° +10x+12
El primer factor de la izquierda contiene el factor comun 2
2x*+4=2(x+2)
También el producto desarrollado contiene el factor comun 2
2x +10x+12=2(x"+3x+6)
En generai, si un factor de un producto contiene un factor comun entonces ei

preducte, entonces el producto desarrcllade también contendra.

Por otro lado, si ningun factor de un producto, por ejemplo (x +5)(3x —2),
contiene un factor comun, entonces el producto desarrollado, en este caso

3x” +13x—10, no tendra factor comdin. Reciprocamente, si los términos de
un producto no poseen un factor comun, entonces tampoco lo tendran ninguno

de sus factores.

Para aprender a factorizar un trinomio de la forma ax’ +bx+c, veamos

primeramente como se multiplican dos factores para obtener un producto de
esta forma. Se multiplica {2x + 3){(4x—35)
2x+3

4x—-35

Sx +12x

—10x-15

Examinaremos nuevamente esta multiplicacidn, como se muestra en la siguiente

figura.
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POR YPOR POR _ ] O:_ ].S
¢ ,/ \\ ¢ 8y  +2x—13
4x -5 = 10x
[ Il
8x° -15

Las flechas cruzadas se denominan tijeras.

2x
A la izquierda de las tijeras V son factores de 8x*, que es el primer

termino del trinomio. w4

+3
A la derecha de las tijeras V son factores de —15, que es el tercer
termino del trinomio. 7 s

La suma de los productos en direccidon de las flechas.

2x -3 -10x
\< =-10x \(' = 12x -12x
/ 5 4x / \

2x es el termino central del trinomio.

Nota : Cuando el trinomio tiene un factor comun, este se determina antes de

intentar factorizar con ei método de ias tijeras.
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Cuando el coeficiente del primero o tercer termino del trinomio, es numero

grande, se escribe ei nimero como el producto de sus factores primos, y

Ejemplo 1: Factorizar el trinomio 6x” +19x =15

Solucion :

PASEN - +3 _ _ o
>< +9x+10x =19x
3x - +5 6x” +19x +15 = 2x +3)(3x +5)

=

Ejemplo 2: Factorizar el trinomio 12x” —45x +42

Solucion : Factor cominde 12x*>-45x+42 es 3

entonces 12x* —45x +42 = 3(4x" - 15x +14)

4x -7
>(' —7x—-8x=15x
X \ -2

Por consiguiente 12x* —45x+42 = (4x-7)(x-2)

Ejemplo 3: Factorizar el trinomio 12x” - x-20



Solucion :

4x -5

3x/ \—4

+~15x—-16x=—x

Portanto  12x" —x-20 = (4x+3)(Gx-4)

Ejemplo 4: Factorizar 36-37x — 48x’
Solucién :

* V 3x +27x—64x =—37x
9 / \ -16x

Por consiguiente  36—-37x—48x" =(4+3x)(9—16x)

Ejemplo 5: Factorizar 36x* —241x” +100

Solucién:

4X: 225 5 5 )
\< ~16x° —225x% = —241x°
9:\;/ -4

Portanto  36x* —241x" +100 = (4x° - 25)(9x" — 4)

=(2x+5)(2x-5)Bx+2)(3x-2)
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Ejemplo 6: Factorizar 2(x-y)" —S5(x—y)-12

Solucién : 2(x-y) -5(x-y)—-12 esdelaforma 2a"-5a-12 cuyos factores

son (2a+3)a+4)

Porlotanto 2(x-y)* —5(x~y) - 12 =[2(x - y) +3](x - ») - 4]
=(2x-2y+3)(x-y—-4)

Nota : No todo trinomio es factorizable en el conjunto de los numeros enteros;

por ejempio:
1) 3x" —4x-6

2) 4x"-8x-3
3) 6x° +5x+2
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Ejercicios 5.5

Factorice completamente los siguientes trinomios.

1) 2x +3x+1
2) 3¢ +13x+15
3) 3x —4x+1
4) 4x -9x+2
5) 2x -13x-7

\
Y7y 13
FlxT 40

2x
7) 18x*—29x" +3

g) 81x'-18x" +1

9) 163" —72x" +81
10)3(r+y)2+10(x+y)+3
11)4(.\'—y)2+9(x—y)+2
12)6(x - y) ~25(2x - y) +4
13)2(.\‘+y)2—3(x+y)+1
14)36(x—y)2+5(x—y)—24
15)12(.\‘—3y)2—5(x—3y)—3
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6. Relaciones y Funciones.

Frecuentemente nos encontramos en la vida diaria con la nocion de
correspondencia.

Por ejemplo, a cada libro de corresponde un cierto niumero de paginas. A cada
persona le corresponde una fecha de cumpleanos. Si se mide la temperatura
ambiental durante un dia, entonces, a cada instante le corresponde una
temperatura. En los ejemplos de correspondencia que hemos citado, hay dos
conjuntos: Dy E. En el primero de los ejemplos, D denota el conjunto de libros, y E
el conjunto de enteros positivos. A cada libro X en D le corresponde un entero
positivo “Y” en E, que es el numero de paginas. La correspondencia se representa

mediante diagramas.

En donde los conjuntos D y E se representan por medio de puntos dentro de las
regiones de un plano. La flecha indica que el elemento de X de D le corresponde
el elemento “Y” de E, se ha considerado diferentes a los conjuntos X y Y. Sin
embargo. los dos conjuntos pueden tener elementos en comun, y mas aun es
factible que D = E.

Los ejemplos mencionados indican que a cada X en D le corresponde una y solo
una Y en E; es decir para una X dada, Y es unica. Sin embargo, diferentes
elementos de D pueden estar asociados en un mismo elemento de E. Por ejemplo,
dos libros pueden tener el mismo numero de paginas o dos personas, idéntica

fecha de cumplearios.
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En este caso D y E seran conjuntos numéricos en la mayoria de los casos. Como

ejemplo, supongamos que D y E son el conjunto de los nimeros reales R, y que a

cada numero real X le corresponde su cuadrado X?, es decir, al 3, -5y V2 sele
asocian los numeros 9, 25 y 2, respectivamente.

Esto determina una correspondencia de R a R.

Cada uno de los ejemplos de correspondencia que hemos visto es una funcion la

cual se define de la siguiente manera.

Definiciéon: una funcion f de un conjunto D a un conjunto E es una

correspondencia que asigna a cada elemento X de D un unico elemento “Y” de E.
Relaciones y Funciones.

221-0796, es el numero telefénico de Rubén.
Carlos es amigo de Juan.

Pedro es hermano de Silvia

5 es mayor que 3.

San Salvador es mas grande que Santa Tecla.

4 es el inverso multiplicativo de Va.

Es el numero de teléfono de TN
Es amigo de
Es hermano de

>_ Son palabras que vinculan a una

Es mayor que cantidad con otra.

Es mas grande que

Es el inverso multiplicativo de

Tales frases se llaman Relaciones.
A veces se aplican entre elementos del mismo conjunto (4,1/4 € R ); y a veces

no.
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Generalmente usamos la letra mayuscula “R” para representar una relacion.

6.1 Diagramas

Las relaciones pueden representarse por una variedad de diagramas.
Relaciones entre elementos del mismo conjunto pueden representarse por el

diagrama de flechas que se da a continuacion.

A. Diagrama de flechas #1.
Ejemplo 1. representar la relacion “es mayor que” entre los elementos.

{1,2,3,4}.

8]

—
o

El simbolo /_\V\ =" es mayor que”

Cuando la relacién no es entre elementos del mismo conjunto se usa otra

forma de diagramas de flechas que se da a continuacion.

B. Diagrama de flechas #2.
Ejemplo 2.
La relacion “ vive en la ciudad ” se aplica entre los elementos de los

conjuntos.
Alma, Juan, Carlos, Paz, Margarita y San Miguel, Santa Tecla, Sonsonate.

Asi:



Tecla

San
Miguel

Carlos

Paz Sonsonate

Margarit

Alma y Juan viven en Santa Tecla.
Carlos vive en San Miguel, Paz y Margarita viven en Sonsonate.
Este diagrama también puede usarse para relaciones entre elementos del

mismo conjunto. En el ejemplo #1 tenemos:

A B

-y
=
pa

El diagrama nos muestra que en la relacion participan los elementos 2, 3,4
del conjunto Ay 1, 2, 3 del conjunto B.

Damos nombres a los conjuntos asi:

El conjunto A se llama Alcance o conjunto de partida

A={12234}

El subconjunto del alcance que contiene los elementos de los cuales parten
las flechas se llama Dominio.

Enestecaso {2, 3,4}

B se llama el conjunto de llegada.

B={1,2234}

0



El subconjunto de conjunto de llegada formado por los elementos a los

cuales llegan las flechas, se llaman el conjunto de imagenes. En este caso

{1, 2, 3}y serepresenta asi:

—
La relacion.

Conjunto de Llegada.

Alcance o
Conjunto de

Partida.
El dominio.
>

C. Diagrama Cartesiano.

Conjunto de Imdgenes.

En este tipo de diagramas tomamos 2 ejes que por lo general, se cortan en
angulo de 90°.
En el eje horizontal colocamos los elementos del ALCANCE y en el gje

vertical, los elementos del conjunto de llegada.

Ejemplo 3.
Dibujar el diagrama cartesiano que representa la relacion “ es muitiplo de ”

entre los elementos de {1, 2, 3,4}

L@
o i
80 | | | |
. 2 4- ; : . +
-'3| l | i ' !
s 7 | T |
S 2 . > ¥
c ! | ) !
31— 5> * D
S | | ;
OO ; :

0 1 2 3 4 5

Alcance

91



6.2 GRAFO DE UNA RELACION.

El diagrama del ejemplo 3 muestra la relacion “ es multiplo de "
Vemos que

1 es multiple de 1. etc.

Si representamos las palabras * es multiplo de ” por la letra R, entonces podemos
escribir 1 R 1.

Si aplicamos este tipo de vinculo a todos los elementos del diagrama,
obtenemos:1R1,2R1,2R2,3R1,3R3,4R1,4R2 4R 4.

En cada caso, el resultado produce un par ordenado por ejemplo:

3 R 1 produce el par ordenado ( 3,1 ); entonces todos los resultados pueden
representarse por pares ordenados que vienen a integrar el conjunto:
{(1,1),(21),(22),(31),(33),(41),(42),(44)}
que se llama el grafo de la relacion R.

La notacion que ocupamos para el grafo es
Gr={(1,1),(21),(22),(31),(33),(41),(42),(44)

Ejemplo 4
Encontrar el grafo de la (R ) “ es mayor que ” entre los elementos {1, 2, 3, 4}
Gr={(21).(32),(31),(43),(42) (41)}

Ejercicios 6

Empleando definiciones y siguiendo pasos de los ejemplos anteriores desarrolle

los siguientes ejercicios.

1) Escriba el dominio y rango de cada relacién R cuyos grafos son
() Gr={(12)(34)(35) (44)}
(i Gr={(14,4),(1/33),(1/22),(1,1)}
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2) Para cada grafo de la primera pregunta dibuje los diagramas siguientes
(1) Diagrama de flechas #1
(i) Diagrama de flechas #2

(i)  El diagrama cartesiano

3) Juan y Roberto son hijos del Sr. Sandoval; Sr. Villacorta es padre de
Alberto.
(i) Dibuje el diagrama de flechas #1, para la relacién “ es hijo de ”

(ii) Obtenga el grafo de la relacién.

4) A={4,3, -1/4,-1/3}
B ={4,-3, 1/4,1/3}
a)R, es larelacion “ es el inverso multiplicativo de ”
(i) Encuentre Gr.
(ii) Dibuje el diagrama de flechas #2.

b)R>, es la relacion “ es el inverso aditivo de”

(i) Encuentre Gro.
(ii) Dibuje el diagrama de flechas #2.

5) R eslarelacion “ es el doble de " entre los elementos de {2, 4, 6, 8, 10, 12}
(i) Encuentre Gr.

(i) Dibuje el diagrama de cartesiano R.

6) X e dominio de larelaciéon R
Y € conjunto de imagenes
R es larelacion “ es menor que " (<)
[ entonces sabemos que X <Y ]
R:A—» pdonde A={0,1,2,3,4,56}



() Dibuje el diagrama Cartesiano.
(i) ¢, Cual es el dominio?

(i) ¢ Cual el conjunto de imagenes?

7) Unarelacion R es tal que.
Gr={(xy)y=2x}
La relacion R se da entre los elementos de {0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8}

a)Encuentre
(i) Gr.
(ii) El diagrama cartesiano.

b)Escriba en palabras la relacion R.

7. Relaciones de Coordenadas en dos Dimensiones.

Se pueden aplicar sistemas coordenados a un plano mediante pares ordenados.

El término de par ordenado se refiere a dos numeros reales, uno se designa

“primer” numero y el otro “segundo” numero. El simbolo (A, b) se emplea para

denotar el par ordenado que consta de dos numeros reales (L y b, en donde (L es

el primer numero y b es el segundo numero. Los pares ordenados tienen muchos
usos. En este caso representaran puntos en un plano. Aunque los pares

ordenados se emplean en situaciones diferentes, es dificil confundirse, puesto que
en general el contexto indica claramente si el simbolo (d, b) representa un
intervalo, en un punto, u otro término matematico. Consideramos que dos pares

ordenados (A, b) y (c, d) son iguales cuando.
(A, b)=(c,d)siysolosidd=cyb=d

esto, implica que (A, b) = (b, A) si A =b.
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Para formar un sistema coordenado rectangular, o cartesiano. se consideran dos
rectas coordenadas perpendiculares entre si, que se cortan en el origen O (cero)
de ambos.

Se elige la misma unidad de longitud en cada recta, a menos que se especifique
lo contrario. Usualmente una de las rectas es horizontal con direccidén positiva
hacia la derecha y la otra recta es vertical con direccién positiva hacia arriba. Las
dos rectas se llaman ejes coordenados y el punto O(cero) es considerado como el
origen. Méas especificamente, a la recta horizontal la consideraremos como el eje
X, y a la recta vertical como el eje “Y”, y las designamos por X y Y,
respectivamente.

El obtenido se llama Plano Coordenado.

Los ejes coordenados dividen al plano en cuatro partes llamadas primero,
segundo, tercero y cuarto cuadrantes que se designan por |, I, I, IV,
respectivamente. A cada punto P de un plano XY se le designa un Unico par

ordenado (¢, b) los numeros d y b se llaman abscisa ( o coordenada X ) y
ordenada ( o coordenada y ) de P, respectivamente. A veces decimos que P tiene

coordenadas (, b). Reciprocamente, cada par ordenado (d, b) determinan un
punto P con coordenadas ¢l y b en el plano XY. A menudo, cuando nos referimos
al punto (A, b) o P(d, b), queremos decir el punto P cuya coordenadas “X” es Ay

cuya coordenada “y” es b. Ubicar un punto P(dl, b) significa localizar a P en un

plano coordenado y representado mediante un punto.

Division del plano en cuatro partes llamadas primero, segundo, tercero y cuarto

cuadrante.
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llustracion de algunos puntos formados por (, b).

it )
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Ejercicios 2.7
Aplicando los conocimientos adquiridos de este contenido efectué los siguientes

ejercicios.

1) Represente los siguientes puntos en un sistema coordenado rectangular:
A(5, -2), B(-5, -2), C(5, 2), D(-5, 2), E(3, 0), F(0, 3).

2) Represente los puntos A(-3, 1), B(3, 1), C(-2, -3), D(0, 3) y E(2. -3) en un
sistema coordenado rectangular y trace los segmentos de recta AB, BC,
CD,DEY EA.

3) Represente los puntos A(O, 0), B(1, 1), C(3, 3), D(-1, -1) y E(-2, -2).
Describa el conjunto de todos los puntos de la forma (X, X) donde X es un

numero real.

4) Represente los puntos A(0, 0), B(1, -1), C(2, -2), D(-1, -1) y E(-3, 3).
Describa el conjunto de todos los puntos de la forma (1, -cl) donde A es

un numero real.

5) Describa en un plano cartesiano el conjunto de todos los puntos P(X, Y)

tales que:

a)x=3 b)y=-1
c)x=>0 d)xy >0
e)y<0

6) Describa en un plano cartesiano el conjunto de todos los puntos P(X, Y)

tales que:

a)y=0 b)yx=-5
c)xly<0 d)yxy=0
e)y>1
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8. Graficos.

Si A es un conjunto de pares ordenados, se puede considerar al punto P(X, Y)
de un plano coordenado que corresponda al par ordenado (X, y) en A. La gréfica
de A es el conjunto de todos esos puntos. La frase “ trazar la grafica de A
significa ilustrar geométricamente en un plano coordenado las caracteristicas

relevantes de la gréfica.
Ejemplo 1. Trazar la graficade A ={ (X, Y): IX|<2, |Y]<1 }

Solucién: La notacion que describe a A se traduce por “ el conjunto de todos los
pares ordenados (X, Y) tales que |X|<2 y |Y|<1. " Estas desigualdades son
equivalentes a -2< X <2y -1<Y <1. Por lo tanto la grafica de A consiste en todos
los puntos comprendidos dentro y sobre la frontera de la regién rectangular que se

muestra en la siguiente grafica.

A
X, y): IX|<2, Y]«

41

34—

2.4
— - — —>
4 3 A 1 | 1 3 4

-1

I

-3

n
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Ejemplo 2. En este ejemplo se trata de trazar la graficade B = { (X, Y). Y = 2X-1}

Solucién: Empezamos por encontrar algunos puntos con coordenadas (X, Y)
este en B. Conviene tabular estas coordenadas como se muestra a continuacion,

de manera que el valor de Y correspondiente al numero real X sea igual a 2X-1.

x'-z 14 0 1 2 3
Y‘-S 3 1 1 3

Después de marcar los puntos con estas coordenadas, nos damos cuenta que
todos estan sobre una recta y trazamos la grafica de acuerdo con esta
observacién. En general los pocos puntos que representamos no serian
suficientes para esbozar la grafica; sin embargo, en este caso sencillo podemos

estar seguros de que la grafica es una recta.

Y=2x-1

T

3.5
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Las coordenadas X de los puntos en los que la grafica corta el eje X se conoce
como intercepciones X de la gréfica.

Las coordenadas Y de los puntos en los que la gréfica corta el eje Y se conocen
como intercepciones Y en la grafica anterior tiene como intercepcién X, 2y como
intercepcién Y, -1.

Es imposible trazar la gréfica completa del ejemplo anterior ya que X puede
tomar valores tan grandes como se desee.

En general la gréfica debe ilustrar una parte suficientemente grande de manera
que las partes restantes sean evidentes.

Para algunas ecuaciones la técnica que se empleara para obtener la gréafica
consistira en representar tantos puntos como sea necesario hasta tener la idea
clara de la forma de la curva. Es claro que esta no es la manera mas adecuada de
obtener la gréfica; sin embargo, este método se usa con frecuencia. Para dar una
descripcién aproximada de las graficas de ecuaciones complicadas, generalmente
es necesario emplear técnicas mas avanzadas, que se estudian en los cursos de

calculo.
Ejemplo 3. Trazar la gréafica de la ecuacién Y = X2
Solucidén: Para trazar la grafica debemos situar mas puntos que el ejemplo

anterior. Aumentando las coordenadas X sucesivas en Y2, se obtiene la siguiente
tabla.

X ‘—3 52 2 32 414 142 0 12 1 312 2 52 3
Y ‘9 25/14 4 94 1 14 0 14 1 9/4 4 25/4 9

101



(3,9

|
LN O O I I

(-2,4) (2,4)

LI U I O TR I I I

Al crecer los valores de X, crecen aun mas los valores de Y. Por ejemplo, los
puntos (4, 16), (5, 25) y (6, 36) pertenecen a la grafica, asi como también los
(-4, 16), (-5, 25) y (-6, 36). Al representar y unir mediante una curva aislada estos
puntos obtenemos la figura anterior en donde marcamos varios puntos.

En la gréfica anterior recibe el nombre de Pardbola. El eje Y se llama eje de la
parabola, el punto inferior (O, 0) es conocido como vértice de la parabola y
decimos que la pardbola se abre hacia arriba. Si la grafica estuviese invertida,
como seria el caso de Y = 0 — X%, entonces la parabola abriria hacia abajo y el
vértice (0,0) seria el punto mas alto de la grafica. En general, la grafica de

cualquier ecuacion de la forma Y = AX?, para @ # 0, es una pardbola con vértice

(0, 0). Las parabolas pueden abrir hacia la derecha o hacia la izquierda.
Si el plano coordenado se dobla a lo largo del eje “Y”, entonces la mitad de la
grafica del lado izquierdo coincide con la mitad de la derecha. Decimos que la

gréafica es simétrica con respecto al eje Y.
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) I A G cje X

(X, Y)

(iii ) T
Y

origen

La grafica (i) es simétrica con respecto al eje Y, ya que el punto (-X, Y) pertenece
a la gréfica siempre que (X, Y) esté en la curva. De manera analégica, una grafica
es simétrica con respecto al eje X si, siempre que el punto (X, Y) esta en la
grafica, entonces el punto (X, -Y) pertenece también a la curva, como se muestra

en la figura (ii).



Otro tipo de simetria que ciertas graficas poseen es la llamada simetria con
respecto al origen, en este caso, siempre que un punto (X, Y) este en la curva
entonces el punto (-X, -Y) también esta en la grafica como se ilustra en (iii).

La investigacion de estos tres tipos de simetria se lleva a cabo mediante las

siguientes pruebas para graficas de ecuaciones Xy Y.
8.1 Pruebas de Simetria.

i) La grafica de una ecuacién es simétrica con respecto al eje Y si la
sustitucion de X por —X da una ecuacién equivalente.

i) La grafica de una ecuacion es simétrica con respecto al eje X si la
sustitucion de Y por —Y da una ecuacion equivalente.

i) La grafica de una ecuacion es simétrica con respecto al origen si la
sustitucion de X por —X y de Y por —Y da una ecuacién equivalente.

Si existe simetria con respecto a uno de los ejes, basta determinar la gréfica

en una mitad del plano coordenado, ya que el resto de la curva puede trazarse

como una reflexién en espejo de la primera mitad.
Ejemplo 4. Trazar la gréfica de la ecuacién Y2 = X.

Solucién: La grafica es simétrica con respecto al eje X ya que la ecuacion no
cambia al sustituir Y por —Y. Esto se muestra en la prueba de simetria (ii). Por
consiguiente, es suficiente representar puntos con ordenadas no negativas y luego
reflejarla con respecto al eje X.

Las ordenadas de los puntos que estan por encima del eje X estan dadas por
Y =4/ X ya que la ecuacién que se tiene es Y? = X. Las coordenadas de algunos

puntos se dan en la siguiente tabla.

x’o 1 2 3 4 9
Y |0 1 2 ~14 3=~17 2 3
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(9.3

Trazar la grafica de la ecuacion 4Y =x°

5/2

X J 0 112 1 3/2
Y |0 1/32 1/4 27132
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UNIDAD IlI: Funciones Especiales

1 Funciones Lineales

El siguiente tipo de funcién es de gran importancia en matematicas y sus

aplicaciones.

Definicion: f es una funcion lineal si fx = ax + b en donde a y b son nimeros

realesy a=0.

Se utiliza el término “lineal” porque la gréafica de f es una linea recta, como lo
veremos posteriormente. Primero, se presentaran algunos conceptos
fundamentales sobre lineas rectas. Todas las rectas a los que nos referimos

estan en el plano cartesiano.

Definicién: Sean | una linea recta no paralela al eje “y" y P’y (X'1,Y"), P2
(X'2,Y’2) dos puntos diferentes de I. La pendiente m de | se define por:

e Yy
X2—Xa

Si | es posible al eje Y, su pendiente no esta definida.

Puntos tipicos Py y P, de una recta I, se dan en la siguiente figura. El
numerador y»- y1 en la formula para m, mide el cambio en la direccién vertical al
pasar de P, a P, y puede ser negativo, positivo o cero. El denominador x, — x4
mide el cambio horizontal al ir de Py a P, el denominador puede ser positivo o

negativo pero nunca cero, debido a que | no es paralela al eje Y. Se tiene que.

Desnivel de P, a P,
Corrimiento de P, a P,

Pendiente de | =
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Para obtener la pendiente de una recta, no importa a cual de los puntos

consideramos como P, y a cuél como P2 ya que

Y=y _ yi=y
X2— X1 X1 — X2

En consecuencia podemos suponer que los puntos estan numerados de
manera que Xy < X, como se mostrara en la siguiente figura. En este caso, X, —
X; > 0y por lo tanto la pendiente es positiva, negativa o cero si Yo > Y; Y2 < Y;
o bien Y2 =Y, respectivamente. La pendiente de la recta que se muestra en (i)

es positiva mientras que la de (ii) es negativa.

i) Ay 1>(x2, Y2) ii) Ay

Y- Y, Pl(Xl,Y\
(X1 - le/ Py(X2,Y>)

/ S Ps(X2, YY)
X2 — X] >

7 X \\x>

Grafica 1 Grafica 2

Una recta horizontal es una paralela al eje X. Notese que una recta es
horizontal si y sélo si su pendiente es cero. Una recta vertical es una paralela al

eje Y. La pendiente de una recta vertical no esta definida.

Es importante notar que la definicién de una pendiente no depende de los dos
puntos que se eligen sobre |, ya que si se usan otros puntos P; (X1,Y4), P2
(X2,Y2) entonces como se ve en la siguiente figura, el triangulo con vértices P4,
P> vy P3 (X3Y1), es semejante al triangulo con vértices Py, P2, y P3 ( X2, y1 .)

Como los lados de ambos triangulos son proporcionales, concluimos que
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yi=yi Y=Y
X2— Xi xh—x"

Grafica 3

Ejemplo 1. Trazar las rectas que pasan por los puntos siguientes y encontrar
sus pendientes.
a) A(-1,4)yB(3,2)
b) A(2,5)y B(-2,-1)
c) A(4,3)y B(-2,3)
d) A4,-1)yB(4,4)

Solucién: Y_A Y_A

] 1 3

a) m= —— b) = —
] 2 ' A(2,

AG14) ™ / -
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Grafica 5

Grafica 4
0 R d) v4
Y. m = no definida
m=0
]
B(-2,3) A(4,3) { B@#,4)
— — — ﬁ
X S
A(4,-1)
Grafica 6 Grafica 7

Por definiciéon de pendiente:

2-4 -2 1
a) =_Z2 @ @ =_"=_._>=
3-(-) 4 2
b) :5_—L_.B=§:3
2-(2) 4 2
: 3-3 0
C) m=—=—_=
—2-4 6

d) La pendiente no esta definida puesto que la recta e vertical.

Esto se advierte también observando que si se utiliza la féormula de m, el

denominador es cero.

Ejemplo 2.

Trazar la recta que pasa por P(2,1) cuya pendiente es a) g b) - g
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Solucién: Si la pendiente de una recta es %, y b es positiva, entonces para

todo cambio de b unidades en direccién horizontal, la recta sube o baja g
unidades, dependiendo si a es positivo o negativo, respectivamente. Si el punto

P(2,1) esta sobre larectay m = % podemos obtener otro punto si se recorre 3

unidades a la derecha de P y luego 5 unidades hacia arriba. Con esto

obtenemos el punto Q(5,6) y la recta queda determinada. De manera analoga, si

m= - ; nos trasladamos 3 unidades a la derecha y 5 unidades hacia abajo, lo

cual da el punto Q(5,-4).

Grafica 8

Grafica 9

T 1 LI

Teorema:

i. La gréfica de la ecuacién x = a es una recta vertical cuya
intercepcién x es a.

ii. La gréfica de la ecuacién y = b es una recta horizontal cuya

intercepcidn y es b.
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Y
Grafica de la ecuaciony =b
(0,b) v=>b
>
X
Grafica 10

Demostracion: Podemos considerar la ecuacién x = a, donde a es un nimero
real, como una ecuacion en dos variables, x y y, ya que la podemos escribir en
la forma x + (0) y = a.(a-2) y (a,3) son algunas soluciones de esta ecuacion.
Evidentemente, todas las soluciones son pares de la forma (a,y), donde y toma

cualquier valory a es fijo.

De aqui se concluye que x = a es una recta paralela al eje y cuya interseccién

con el eje x es a, como se ve en la siguiente grafica.

Gréafica de la ecuacionx=a

(2,0)

"
Il
o

Grafica 11



Determinamos ahora la ecuacién de la recta | con pendiente m que pasa por el
punto P; (x1,y1) (existe una sola recta que verifique estas dos condiciones). Si
P(x, y) es cualquier punto con x = x4, entonces P esta sobre | si y solo simes la
pendiente dela recta que pasa por P y P, es decir, si y sélo si.

Yy=n
X —Xi

=m

Podemos escribir esta ecuacién y —y1=m (X — x4)

Nétese que (x1,y1) es también una solucion de le ecuacion anterior y por lo
tanto, los puntos son precisamente aquellos que corresponden a las soluciones.
Esta es la ecuacion de la recta llamada de forma de punto y pendiente.

YA

P(X,Y)

/ P1(X1,Y1)

4>
X

Grafica 12

Forma de punto y pendiente de la ecuacion de una recta

La ecuacion de una recta con pendiente m que pasa por el punto P(xy,y1) es:

Y —Yy1=m(X—X).

Ejemplo 3. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(1,7) y
B(-3,2)
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Solucion:
La pendiente m de la recta es

7-2
- (=3)

m:

~lw

Podemos sustituir las coordenadas del punto A o el B en la ecuaciéon de punto

y pendiente utilizando A(1,7).

Es equivalente a4y — 28 = 5x— 5, o bien 5x —4y + 23 =0

La ecuacion de la recta y = mx; — mx, + y; que también puede escribirse

y —y1 = m(x- X1), es de la forma.
y=mx+b

En donde b = -mxy + y4. El nimero real b es la intercepcion y (u ordenada al
origen) de la recta, lo cual se puede ver haciendo x = 0. La ecuaciony =mx + b
es la ecuacidon de la recta | donde se especifica su ordenada al origen y su

pendiente. Inversamente, una ecuacion de la forma y = mx + b, puede escribirse

nuevamente como
Y-b=m(x-0)
Comparando esta forma de la ecuacion de la recta con la forma anterior, vemos

que la gréafica es una recta con pendiente m que pasa por el punto (0,b). Esto

conduce al siguiente resultado.
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Forma de Pendiente e Intercepcion de la ecuacion de una Recta

La grafica de la ecuacién y = mx + b es una recta con pendiente m e

intercepcion y igual ab.
Hemos visto que toda recta es la grafica de una ecuacién de la forma
ax+by+c=0.
En donde a, b, ¢ son numeros reales, siempre que a y b no sean cero
simultaneamente. Una ecuacién de esta forma se llama ecuacion lineal en x y

y. Reciprocamente se demostrara que la graficade ax + by + ¢ =0, endonde ay

b no son ambos ceros, es siempre una recta. Por una parte, si b=0, podemos

(k)

.. . a . C
que es la ecuacion de una recta con pendiente "3 y ordenada al origen 3

despejar y para obtener,

. C .z
Por otra parte si b = 0 pero a=0 obtenemos x =-—, que es la ecuacion de una
’ a

. . .. C . .
recta vertical cuya intercepcion x es ——, Esto conduce el siguiente Teorema.
a

Teorema: La gréfica de la ecuacion lineal ax+by+c=0 es una recta y
reciprocamente, toda recta es la grafica de una ecuacion lineal.
Para simplificar, se empleara el término la recta ax+by+c¢ =0 en lugar de la

expresion mas precisa la recta con ecuacion ax+by +c¢ =0.

Ejemplo: Trazar la grafica de la ecuacion 2x - 5y = 8
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Solucién: De acuerdo al teorema, la grafica es una recta y por consiguiente,
basta determinar dos de sus puntos. Determinaremos las intersecciones con los

ejes. Haciendo y = 0 en la ecuacion dada, obtenemos que la intercepcién x es 4;

8 . .
reemplazamos x por cero obtenemos y =-—, que es la intercepcion y. Esto da
5

la recta de la siguiente grafica.

2x -5y=8

(4.0)

D

F
3 Grafica 13

Otro método para resolver este ejercicio consiste en expresar la ecuacién dada

en la forma y = mx + b. Para eso despejamos primero el término que contiene a

y.
Sy =2x -8

Despueés se dividen ambos lados de esta ecuacion entre 5

= 2x+ 8
Y75 5
que es la forma y = mx + b. Por consiguiente , la pendiente es m :§ y la

ordenada en el origen b = —% Ahora es posible trazar la recta que pasa por el
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. Se puede demostrar en el siguiente

w9

punto (O, - %) y cuya pendiente es

teorema.

Teorema: Dos rectas no verticales son paralelas si y sélo si tienen la misma

pendiente.
Esta propiedad se utiliza en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (5, -7) y es

paralelaalarectabx+3y—-4=0

Solucion: Expresamos la ecuacidon dada en la forma de pendiente e

intercepcion.
Escribimos primero 3y = -6x + 4 y dividimos luego ambos lados entre 3.
y=-2x + é

J

Esta ultima ecuacidn indica que la pendiente es —2. Como las rectas paralelas
tienen la misma pendiente, la linea requerida también tiene pendiente —2.
Mediante la forma de punto y pendiente obtenemos:

Y+7=-2(x-5)

Que es equivalentea y+7 =-2x+100bien2x+y-3=0

El teorema siguiente especifica condiciones para rectas perpendiculares entre

si.

Teorema: Dos rectas son perpendiculares si sus pendientes mym; = -1
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Para simplificar, consideremos el caso especial donde las rectas se cortan en

el origen 0, como se ilustrara en la siguiente grafica.

Las ecuaciones de lasrectas sony =myX, y =mz2Xx. Si elegimos dos puntos

A(x1, mix1) y B(x2, moxz) diferente de O.

Como se mostrara, entonces las rectas son perpendiculares, si y solo si el
angulo A o B es recto. Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo A o B, se
obtiene:

[d(4,B) = [d©.B)]* + [d(0, 4)]?

v A
Y = myx ;mlx
B(Xz,mz)(z) A(xl,mlxl)
>
X

Grafica 14

0 sea.
(Maxz — Mix1)? + (X2 — X1)? = (MaX2)? + X2° + (Mixe)? + x¢°

Haciendo las operaciones indicadas y simplificando se obtiene:

-2m1m2x1xz - 2X1X2 =0
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Dividiendo ambos lados entre —2x1x; vemos que las rectas son perpendiculares

siy s6losimymz+ 1 =0, o bien mym;, = -1.

La demostracion es semejante cuando las rectas se cortan en cualquier punto
(a,b).
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Una forma conveniente para recordar las condiciones de perpendicularidad es
notar que my y my deben ser reciprocos negativos uno del otro, es decir:

-1 -1
m=—ym=—.
m: hh

Ejemplo 6.

Hallar la ecuacioén de la recta que pasa por el punto (5,-7) y es perpendicular a

larectabx+3y—-4=0

Solucién: La pendiente m de la recta es —2 (ver ejemplo 5). Por lo tanto, la

pendiente m’ de la recta buscada es el reciproco negativo de -2, es decir:

m =- [1 /(—2)] = % Por consiguiente, la ecuacibnesy +7 = —(x — 5)

1
2
que equivale a

2y+14=x-50bien x-2y-19=0

Ejemplo 7:
Hallar una ecuacion para la perpendicular bisectriz del segmento de recta que
vade A(1,7) aB(-3,2)

Solucién: Usando la férmula para el punto medio, el punto medio M del

segmento AB es (-1, 2—). Puesto que ia pendiente de AB es % (véase el ejemplo
3), se sigue del teorema anterior que la pendiente de la perpendicular bisectriz

es - % Aplicando la forma de punto y pendiente

4
- =-—=(x+1).
y 5( )

Multiplicando ambos lados por 10 y simplificando se obtiene 8x + 10y - 37 =0
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Ejercicios 1.1

Aplicando teoremas, definiciones y formulas resuelva los siguiente ejercicios.

Represente los puntos A y B y encuentre la pendiente de la recta que pasa por
AyB

1)
2)
3)
4)

9)

6)

A(-4, 6), B(-1,18)

A(-1, 3), B(-1, 2)

A(-3, 4), B(2, 4) _

Compruebe que los puntos A(-3,1), B(5,3), C(3,0) y D(-5,-2) son los vértices
de un paralelogramo.

Pruebe que los puntos A(6,15), B(11, 12), C(-1, -8) y D(-6, -5) son los
vértices de un rectangulo.

Si los tres veértices consecutivos de un paralelogramo son A(-1, -3), B(4,2),

C(-7,5), encuentre el otro vértice.

Obtenga la ecuacion de la recta que satisfaga las condiciones dadas:

1) Pasa por A(2, -6), pendiente %

2) Pasa por A(-5, -7), B(3, -4)
3) Pasa por A(8, -2), intercepcion Y igual a 8

4) Pasa por A(10, -6), paralela:

a. AlejeY
b. Aleje X



5) Dados A(3, -1) y B(-2, 6) encontrar una ecuacion para la perpendicular
bisectriz del segmento de recta AB.

6) Obtener las ecuaciones de las alturas de un tridngulo cuyos vértices son
A(-3, 2), B(5, 4), C(3, -8) y encontrar el punto en el que se interceptan las

alturas.

7) En cada uno de los ejercicios encuentre la pendiente y la intercepcion Y (u

ordenada en el origen) de la recta dada y trace su gréfica.

1) 3x—-4y+8=0
2) x+2y=0

3) y=4

4) 5x +4y =20
5) x=3y+7

6) 2y -5x =1

7) 8x=1-4y

8) y=0

9) Demuestre que una ecuacion de la recta que pasa por Pi(x1, y1) ¥ Pa(Xz, y2)

esta dada por (y — y1) (x2 — X1)= (Y2 — y1) (X = X4)



2 Funciones Polinomiales

2.1 Funciones Cuadraticas

Dentro de las funciones mas importantes de las matematicas se encuentran
las funciones polinomiales.

Definicion: Una funcion f se llama funcién polinomial si
n n-1
SX)+ax"+a, x"" +..+ax+a, en donde los -coeficientes
a,,da,,....,d, son numeros reales y los exponentes son enteros no negativos.

Si en la definicién anterior @, # 0, se dice que f es de grado n. Nétese que

una funcién polinomial de grado 1 es una funcion lineal como se ven en la

siguiente definicién, cuando f es de grado 2 se llama funcidn cuadratica.

Definicion: Una funcién f es una funcidn cuadratica si f (x) = ax’ +bx+c en
donde a,by c son nimerosrealesy a # 0.
Si b = ¢ = 0 en la definicion precedente, entonces f(x)=ax’ y su gréfica es

una parabola con vértice en el origen, que abre hacia arriba si @ > 0 o hacia
abajo si a<0.

Grafica 1. Grafica 2.



> 0: = -
1- \
2-
3- 2
} \ Y =-x
4t L
6 JU—
S5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5

Grafica 3.

Sib=0 yc= 0, entonces

f(x)=a’*+c

Ejemplo 1: Trazar la graficade f si f(x)= __;_x: +4.

La grafica de y=—%x2+4 se puede encontrar trasladando la grafica de

y= —%xl cuatro unidades hacia arriba.

En la siguiente tabla, se dan las coordenadas de algunos de los puntos de la

gréfica.
X 0 (R ) o 3
N7
Y 4 7 2 0 1
2 2

w,

Si representamos estos puntos y consideramos la simetria respecto al eje "y

obtenemos.
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‘s 4 3 2 1 0 1
X

Grafica 4.
Si f(x)=ax’+bx+c y b=z0, entonces podemos emplear la técnica de

completar el cuadrado para cambiar la forma de f(x) a f(x)=a(x—-h)*+k en

donde h y k son numero reales. Esta técnica se ilustra en el siguiente ejemplo.

Como se vera la grafica de f puede obtenerse facilmente de este nuevo
método.

Ejemplo 2: Expresar f(x) enlaforma a(x-h)’ +k si f(x)=3x*+24x+50

Solucién: Antes de completar el cuadrado es de suma importancia factorizar el

coeficiente de x? de los primeros 2 términos de f(x) de la siguiente manera.

f(x)=3x" +24x +50

= 3(x" +8x) + 50



Para completar el cuadrado de la expresion dentro del paréntesis, sumamos el

8\
cuadrado de la mitad del coeficiente de x, esto es [Ej , 0 sea 16; sin embargo,

si sumamos 16 a la expresion entre paréntesis, entonces, debido al factor 3, en

realidad estamos sumando 48 a f(x). Por esto, debemos compensar restando
48: entonces asi:
f(x)=3(x>+8x ) +50
f(x) =3(x* +8x +16) + 50 — 48
f(x)=3(x+4) +2

que tiene la forma deseadacon a=3 h=-4 yk=2.

Si f(x)=ax’ +bx+c, entonces, completando el cuadrado como se hizo en el
ejemplo anterior, vemos que la grafica de f, es la misma que la grafica de una
ecuacion de laforma y = a(x- k)" +k.

Sabemos que la gréfica de y=a(x—h)> se puede obtener mediante la
traslacion de la grafica y = ax® hacia la derecha o hacia la izquierda,
dependiendo de que h sea positiva 0 negativa, respectivamente por
consiguiente, la gréfica de y = a(x—h)’ es una parabola con vértice en (h,0) y
eje paralelo al eje y.

Como la grafica de y=a(x—h)’+k se puede obtener por una traslacion
vertical de la gréfica de y =a(x-h)* de k unidades, se dice que la gréafica de
una funcién cuadratica f es una parabola con vértice ( h,k ) y eje vertical.

Obsérvese que puesto que ( h,k ) es el punto mas bajo a el mas alto de la

pardbola, f(x) tiene su minimo valor en x = h este valor es f(h) = £.
Se ha obtenido la siguiente ecuacién de la parabola con vértice en (h,k) y eje

vertical.
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Ecuacion Estandar de la parabola (eje vertical)
y—k=a(x-h)

Esta parabola se abre hacia arriba si a > 0. 0 hacia abajo si a <0

Ejemplo 3: Trazar la gréfica de f si f(x)=2x’-6x+4 vy hallar el valor

minimo de f(x).

Solucion: La grafica de f es una parabola igual a la de la ecuacién
y =2x" - 6x+4. Procedemos a completar el cuadrado, esto es:
y=2x>-6x-4

=2(x*-3x )+4
9 9
=2x*-3x + 2)+(4-=
(x*=3x 4) ( 4)

1
2

=3

3,
—Z(X—E)

Si escribimos la ultima ecuacion en la forma:

1 3.
+—=2(x—-—)"
y+s ( 2)

y la comparamos con la ecuacion estandar de la parabola, tenemos que h= = y

3
2

k= —% por lo tanto, el vertice (h,k) de la parabola es (%—3 Como a=2>0,

ra

entonces la parabola abre hacia arriba. La intercepcion Y es f(0)=4.

Para obtener las intercepciones con el eje x, resolvemos 2x* -6x+4=0 o la
ecuacion equivalente (2x-2)(x-2) = 0, obteniendo x = 1y x = 2. El vértice junto
con las intercepciones con los ejes X y Y son suficiente para obtener una grafica

razonablemente precisa. El minimo valor de f, el cual ocurre en el vértice, es
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Y=2x>-6x+4

>_ - -
(1,0) 2,0)
3 2 -1 1 \_/2 3
i P @2, 1) i
- 2 y
i
X
Grafica S.

Ejemplo 4:

Trazar la gréficade f si f(x) =8-2x-x y hallar el maximo valor de f(x).

Y = 82 xx?
y=-x-2x+8 ) e 9‘
N
=—(x"+2x)+8 / 8;\(\0'8)
: / 7N
=—(xX* +2x+1) +8+1 - / 6 \
t .
, - 5
=—(x+1)+9 L / 4 \
> / \
- / 3 \
{ 2 \

' (d

—~_
—_

——

Grafica 6.

Si ahora escribimos y-9=—(x+1) y comparamos con la ecuacién estandar,
tenemos que h =-1, k=9, y por lo tanto, el vértice es (-1,9). Como a =-1<0, la

parabola abre hacia abajo.



Para obtener las intersecciones con el eje x, resolvemos la ecuacidon
8-2x -x*=0.
Ya sea por factorizacién o usando la formula cuadratica, obtenemos: x = -4 y

x = 2. La intercepcion con el eje Y es 8. Esta informacidn da la gréfica seis f

alcanza su maximo valor en el vértice y éste es, f(-1)=9. Las intersecciones en

x de la gréfica de y = ax” +bx+c son las soluciones de la ecuacion cuadratica

-/b* — dac
i -
2a

tiene dos soluciones reales y no iguales, y la grafica, dos intercepciones x. Si

ax” +bx+c y por lo tanto son —b , Si b —4ac >0, la ecuaciéon

b?— 4ac = 0, la ecuacion tiene una solucion (doble) y la grafica es tangente al eje
x. Si b?— 4ac< 0, la ecuacién no tiene soluciones reales y la grafica carece de
intersecciones x. A continuacion se ilustran los tres casos para a>0. Una
situacion similar se presenta si a< 0 pero en este caso las parabolas se abren
hacia abajo.

Algunos problemas pueden resolverse encontrando valores maximos o

minimos de funciones cuadraticas.

y=ax’+bx+c

A v A vy 4

b’>—4ac>0

Grafica 7. Grafica 8. Grafica 9.

Las pardbolas tienen muchas aplicaciones en el mundo fisico. Se puede
mostrar que si se lanza un proyectil y sobre éste unicamente actua la fuerza de
gravedad esto es, si no hay resistencia del aire ni otros factores externos

entonces la trayectoria del proyectil sera una parabola.

b’ —4ac=0 b* —4ac<0

—>

X



Las propiedades de las parabolas se utilizan en el disefio de espejos para

telescopios y reflectores. También se utilizan en la construccion de antenas.

Ejercicios 2.1
Aplicando las definiciones y conocimientos adquiridos, realice los ejercicios

siguientes.

1) Si f(x)=ax’ +2, trazar la gréfica de f para:
a. a=2
b. a=5

2) Si f(x)=4x*+c, trace la grafica de f para:
a. c=2

b. ¢=5

1
C. =_
2

d c=-3

3) Trace la grafica de f y encuentre el vértice.
a. f(x)=4x"-9
b. f(x)=2x"+3
c. f(x)=9-4x°
d f(x)=16-9x

4) Utilice la formula de la cuadratica para encontrar los ceros de f.
a. f(x)=4x —1lx-3

b. f(x)=25x"+10x+1



C. f(x)=9%x -12x+4

d. f(x)=10x"+x-21

5) Utilizando la técnica de completar cuadrados, para expresar la funcién
f(x) enlaforma a(x-h) +k, y encuentre el valor maximo o minimo de
VACIR

a. f(x)=2x -16x+23
b. f(x)=3x"-12x+7

f(x)=-5x>~10x+3

o

o

o f(x)=-2x"~12x-12

6) Trace la graficade f y encuentre el valor maximo o minimo.
a. f(x)=x"+5x+4
b. f(x)=x>-6x
C. f(x)=8x-12-x
d f(x)=10+3x-x"
e. f(X)=x+x+3

f f(x)=x>+2x+5



2.2 Graficas de funciones polinomiales de grado mayor que 2.

Supongamos que f sea una funcién polinomial de grado n; esto es:

fE=ax"+a, X" +. . +ax+a,

Para a,=#0. El dominio de f es R. Si el grado es impar entonces el
contradominio de f también es R, sin embargo, si el grado es par, entonces el
contradominio es un intervalo infinito de la forma (- x,a | o bien [a,x).
Recuerde que si f(c) =0, entonces cesuncerode f obiende f(x). También
se conoce a ¢ como solucion o raiz de la ecuacion f(x)=0 . Loscerode f son
las intersecciones x de la grafica f.

Si una funcién polinomial es de grado cero (0), entonces f(x)=a para algun
namero real a, diferente de cero, y la grafica es una recta horizontal. Las
graficas de las funciones polinomiales de grado 1 (funciones lineales) son rectas.
Las graficas de las funciones polinomiales de grado 2 (funciones cuadraticas)

son parabolas. En esta seccion estudiaremos las graficas de las funciones

polinomiales de grado mayor que 2. Si f es de grado n y todos los coeficientes
excepto a, son cero entonces:
f(x)=ax" endonde a=a, #0
En este caso, si n = 1, la gréfica de f es una recta que pasa por el origen,

mientras que si n = 2, la gréfica es una parabola vertical con vértice en el origen.

El siguiente ejemplo ilustra otros casos con n = 3.

Ejemplo 1.

Trazar la grafica de f si

@ f@=

1
(0)  fl=--x



Solucion:

(a) La siguiente Tabla muestra varios puntos de la grafica y = %.\’3

-~

19 | =
19| W

27 4 125
16 16

o

0.06

N | —
|
104
S

Como f es una funcién impar, la grafica de f es simétrica respecto al

origen y por lo tanto, los puntos L -1 1 etc
) 2 b 16 b b 2 1 .
Son también puntos de la grafica.
La grafica aparece en (i)
Y =12x3
‘ ‘/! |
) 3 / J'
; |
- -
| 2 |
i !
z / B
1 y ;
g -3 2 T 2 3 "
. | |
- ~;
| s
) 4
- _3; -
X
Grafica 1.
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(b)  Si f(x)= —%x",la grafica se puede obtener a partir de el inicio (a)
multiplicando las ordenadas por —1. Esto equivale, como se

muestra en la siguiente grafica.

=-1/2x3

A

\

1
e
]

Grafica 2.

En general si f(x) = ax’, entonces en el valor numérico del coeficiente a
tendra como consecuencia que la grafica crezca o decrezca mas
tajantemente, por ejemplo, si f(x) =10x’ tenemos f (1) = 10, f(2) = 80 y
f(-2)=-80, el efecto que causara un exponente mayor, manteniendo

constante el valor de a, sera también que la grafica crezca o decrezca

L. . |
mas rapidamente; por ejemplo, f(x)= 5x’.



Si f(x)=ax" y n es un entero par, entonces la grafica de f es simétrica

con respecto al eje y. Para el caso & = 1. Nétese que al aumentar el

valor del exponente, la grafica se aplana mas en el origen. También crece

(o decrece) mas rapidamente a medida que x| crece a través de valores

mayores que 1.

6r
% Y=x'
5
|
4L
\\ 3\_ '(
\ /.!
2 / Grafica 3
/
| L /
\ 1 /
-3 2 -1 0 1 2 3 4
_1~
_2—
. 8r
-
\ 61 IS
N
I
Grafica 4 3
\ o
o
\ //
3 2 1 G 1 2 3
_1-

]
~



Grafica 5 i -6

Ejercicio 2.2

Resuelva los ejercicios siguientes.

1. Sea f(x)=ax’+2, trazar la gréfica de f para:

a)a=2
b)a:4
c) a=1
d) a=-2

2. Sea f(x)=2x+c, Trazar la graficade f para:

a) c=2
by c=4
c) c=1
d c=-2



3. Determine todos los valores de x tales que f(x)>0, y todos los X,

tales que f(x) <0, trazar la gréficade f.

1 f(x):éx3—4

2. f(x):—%x3—16
3 f(x):%x4+2

4. f(x)=1-x

5. f(x)=x"-9x

6. f(x)=16x-x’

7. fx)=-x'—x*+2x

8. f(x)=x"+x—12x

9. f(x)=(x+4)(x-1)(x-5)
10. f(x) = (x+ 2)(x - 3)(x - 4)
1. f(x) = x* - 16

12. f(x)=16-x*

13. f(x) = —x*-3x* +4



Si f(x) es una funcion polinomial y si los coeficientes de todas las

potencias impares de x son 0, demuestre que f es una funcion par.

Si f(x) es una funcion polinomial y si los coeficientes de todas las

potencias pares de x son 0, demuestre que f es una funcién impar.



3 Funciones Racionales.

_ 8
h(x)

Una funcion f es racional si, para toda x su dominio, f(x)
En donde g(x) y h(x) son polinomios. Las raices del numerador y del
denominador son de mucha importancia. En esta seccidon se supondra que g(x) y
h(x) no tienen factores comunes, y por lo tanto, no tienen raices comunes. Si
g(c) = 0 entonces f(c) = 0. Sin embargo, si h(c) = 0, entonces f(c) no esta definida.
El comportamiento de f(x) requiere de especial atencion cuando x esta cerca de

una raiz del denominador h(x).

Ejemplo 1. trazar la grafica de f si:

Solucién

f(x) no tiene raices porque su numerador 1 nunca es igual a cero. Por
consiguiente, la grafica no corta al gje x.

Como el denominador X-2 es cero en X=2, y si X>2, entonces f(x) es muy
grande por ejemplo.

1 1
2.1)= =—=10
G 21-2 0.1
1 1
201)= =——=100
sy 2.01-2 001
£(2.001) = L1 1000
2.001-2  0.001

Si X esta cerca de 2 y X<2, entonces f(x) es numéricamente grande, pero

negativo, esto es:



: 1 1
19)=——=——-=-10
/19) 19-2 -0.1

1 1

= =-100
199-2 -0.01

f(1.99)=

1 1
1.999)= = =-1000
f( ) 1.999-2 -0.001

La siguiente tabla muestra otros valores de f(x)

x, -8| -1| o‘ 1' 3’ 4‘ 12
F(x)l -1/10‘ -1/3’ -1/2| -1, 1 ’ 1/21 1/10

Obsérvese que a medida que | x | crece, f(x) se aproxima a cero. Marcando
algunos puntos y considerando lo que ocurre cerca de X=2 se obtiene la siguiente
grafica.

Grafica 1
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En el ejemplo anterior, f(x) se puede hacer tan grande como se desee si
escogemos X suficientemente cercana a 2 ( con X>2 ). Esto lo demostraremos
simbdlicamente por f(x)—a cuando X—2" lo cual se puede leer f(x) crece
ilimitadamente a medida que X se acerca a 2 por la derecha ( es decir, f(x) tiende
a infinito cuando X tiende a 2 por la derecha ). Es importante recordar que el
simbolo o ( que se lee infinito ) no representa ningdn numero real sino que
unicamente se usa como simbolo del comportamiento de cierto tipo de funciones
para el caso X<2 escribiremos

f(x)—> -a cuando X—2".

Lo cual se lee f(x) decrece ilimitadamente a medida que X se aproxima a 2 por la
izquierda ( es decir, f(x) tiende a menos infinito cuando X tiende a 2 por la
izquierda ).

Extenderemos estas ideas a funciones arbitrarias y al caso en que X se aproxima

a cualquier numero real @ . En general el simbolo X— a* denotara que X se
aproxima a a por la derecha, esto es, por valores mayores que a4 . El simbolo
X— a significara que X se aproxima a d por la izquierda, esto es, por valores

menores que A . En las siguientes graficas se muestran algunos ejemplos de la

forma en que una funcion f crece o decrece ilimitadamente, asi como la notacion

que se emplea en la figura se ha representado a positivo; es claro que también

puede ser a <0.

Y ﬁ ii)f(x) — o« cuando y i) f(x) > o cuando
X—>a X—>a

’X X

Grafica 2 Grafica 3
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A
y 4 iv) f(x) = -x cuando v i) f(x) —» -oc cuando
X— d X—da

X > X

Grafica 4 Gréﬁca 5

3.1 Asintota Vertical.

Definicion: La recta X= a es una asintota vertical de la gréafica de la funcion f si

F(x)— a o bien f(x)— -a cuando X tiende a a , por la derecha o por la izquierda.

En las graficas anteriores se representan las asintotas verticales mediante lineas
punteadas.

Las asintotas verticales son caracteristicas comunes de las gréaficas de funciones

racionales. De hecho si a es una raiz del denominador h(x) entonces la grafica de

flx)= ‘Z ™) tiene la asintota vertical X= d.

También nos interesaran los valores de f(x) cuando X es grande. Como
ilustracion si en el ejemplo 1 asignamos valores muy grandes a X, entonces f(x)

esta cerca de 0. Esto es

1
1002) = —— =0.001 1,000,002 ) = ———— =0.000001
f( ) 1000 Y f( ) 00,000

>

Mas aun, podemos hacer que f(x) se acerque a O tanto como queramos si
escogemos X suficientemente grande. Esto se expresa simbdlicamente por f(x)—0
cuando X— «, lo cual se lee: f(x) se aproxima a o ( o0 sea f(x) tiende a 0 ) cuando X

crece ilimitadamente ( o bien cuando X tiende a infinito ).
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En forma similar, en el ejemplo 1, escribimos.
f(x)—>0 cuando X— -a, lo cual se lee: f(x) se aproxima a o ( o sea f(x) tiende a 0 )

cuando X decrece ilimitadamente ( o bien cuando X tiende a menos infinito ).

3.2 Asintota Horizontal

En el ejemplo 1, la recta Y=0, esto es, el eje X, es la asintota horizontal de la
grafica. En general, se tiene la siguiente definicion, donde la notacién es

suficientemente clara.

Definicion: La recta Y=b es una asintota horizontal, de la grafica de la funcion f
Si

f(x)—b cuando X—» o« ocuando X— -o

Las graficas de las funciones racionales tienen frecuentemente asintotas
horizontales, en las siguientes gréficas se ilustran algunos casos tipicos
( para x— « ). La forma en que la grafica se aproxima a la recta Y =0 varia,
dependiendo de la naturaleza de la funciéon. Se pueden hacer gréaficas similares
para el caso x— -xc. Notese que, como se ve en el tercer esquema, la grafica de f

puede cruzar la asintota horizontal.

f(x)—>c cuando X— «

Ay 4y ‘y
Y=¢ S~ Y=c Y=¢ //\
> . = > T >
Grafica 7 Grafica 8 Grafica 9



El siguiente teorema es Util para localizar las asintotas horizontales de la grafica

de una funcién racional.

Teorema de las asintotas Horizontales.

a X +~d X —...—d,X—d
Sea flx)= -2 ____,,,VJI_—L,;’,V.__.-_____,ml“ 0

i)S1 n<k, entonces el eje x es una asintota horizontal de la grafica de f.

[24
H

k
iii) S1 n<k, la grafica de f no tiene asintota horizontal.

ii) Sin=k, entonces larecta ) = es una asintota horizontal.

Las demostraciones de i) y ii) de este teorema se pueden elaborar tomando
como pauta la solucidn del siguiente ejemplo. Para el caso iii) se puede dar un

argumento similar.

Ejemplo 2. Determinar las asintotas horizontales de la grafica de f si.

2
3x—1 b) _ 5x7 +1
3x -4

a -
)y x —x-6

Solucion.
a) El grado del numeral 3x-1 es menor que el grado del denominador X2-x-B,
por lo tanto, por la parte i) del teorema, el eje x es una asintota obteniendo.
Para verificar esto directamente, se divide en el numerador y el denominador

del cociente entre x2, obteniendo.
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Entonces f(x)—0 cuando x—cc.

Puesto que f(x) es la coordenada y de un punto en la gréfica, esto significa que el
eje es una asintota horizontal.

5x% +1

b) Si f(x)=—

3x* -4

, €l numerador y el denominador son del mismo grado vy,

por lo tanto, por la parte ii) del teorema, la recta y = 5/3 es una asintota
horizontal. Esto se puede comprobar directamente dividiendo el

denominador y numerador de f(x) entre X2, obteniendo.

Puesto que 1/x*-0 cuando x—x, se tiene que

>+0 = g asintota x—0

f(x)=

3-
A continuacidn se daran algunas pautas para trazar la grafica de una funcion

racional estas mismas se aplican para los ejercicios 3, 4y 5.
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Guia

8(x) en donde g(x) y h(x) son polinomios que no

Para trazar la graficade f(x)= vy
X

tienen factor comun.

Pasos:

1) Determinar las raices reales del numerador g(x), y usarlas para fijar los

puntos correspondientes a las intersecciones con el eje x.

2) Hallar las raices reales del denominador h(x). Para cada raiz a , la recta

X = A es una asintota vertical. Represente x= @ con una linea punteada.

3) Obtener el signo de f(x) en cada uno de los intervalos que determinan las
raices de g(x) y h(x). Usar estos signos para determinar si la grafica esta

arriba o abajo del eje X en cada intervalo.

4) Si x=a es una asintota vertical, usar la informaciéon del paso 3 para

determinar si f(x)—o« 0 si f(X)— -oc cuando:
(i) Xx—=a ; (i) x—> a’.

Indicar este resultado trazando una porcidn de la grafica a cada lado de x=a.

5) Emplear la informacién del paso 3 para determinar la forma en que la
grafica corte al eje X.

6) Aplicar el teorema de las asintotas horizontales. Si existe una asintota
horizontal, represéntela con linea punteada.

7) Trazar la grafica usando la informacion encontrada en los pasos anteriores

y situando los puntos siempre que sea necesario.

Ejemplo 3. Trazar la grafica de f si.

x-1

fx)=

x -x-6
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Solucion Es conveniente factorizar el

continuacion:

x-1

SO = s

denominador como se indica a

Obtendremos la grafica siguiendo los pasos indicados.

Paso 1. El numerador X -1 tiene raiz 1, por consiguiente, se sitda el punto (1, 0)

en la grafica, como se muestra en la grafica.

Grafica 10

Paso 2. El denominador tiene
raices —2 y 3. entonces las rectas
x=-2 y x=3 son asintotas
verticales que se representan con
linea punteada como se ve la

grafica.

Paso 3. Lasraices 2,1y 3
del numerador y del denominador
de f(x) determinan los siguientes
intervalos; ( -oc, -2 ), (-2, -1), (1,
3)y (3, x).

Como f(x) es el cociente de dos polinomios, se deduce, que f(x) es siempre

positiva 0 siempre negativa en cada uno de tales intervalos. En la siguiente tabla

se presentan las pruebas de signo usadas para determinar el signo de f(x).

147



Intervalo (-oc, -2) (-2,1) | (1,3) | (3, )
‘ Prueba de f(-3)=-2/3 f(0)=1/6 1 f(2)=-1/4 F(4)=%

signo |
Signo de f(x) - + - +
Posicion de Por debajo Por encima Por Por
la grafica del eje X del eje X debajo del | encima del
! eje X eje X

Paso 4. Se utiliza la cuarta columna de la tabla del paso 3 para investigar el
comportamiento de f(x) cerca de cada asintota vertical.
a) Considérese la asintota vertical x= -2. Como la gréfica se encuentre por debajo

del eje X en el intervalo ( -, -2 ), entonces  f(x) — -« cuando x— -2.

Como la grafica se encuentra por encima del eje X en el intervalo ( -2, 1),

entonces

f(x)— < cuando x— -2°

Si sefialamos estos hechos en la siguiente figura con trazos de porciones de la

grafica a cada lado de la recta X= -2

S
_J

Grafica 11 T
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b) Considérese la asintota vertical X= 3. La grafica se encuentra por debajo del

eje X en el intervalo ( 1, 3 ) por consiguiente.
f(x)— -« cuando x— 3

La grafica esta por encima del eje Xen ( 3, x ) y asi;
f(x)— « cuando x— 3"
La grafica esta por encima del eje X en ( 3, < ) y asi f(x)—»> x cuando x— 3"

Se indica esto en la gréfica siguiente, con trazos de porciones de la gréfica a

cada lado de X=3

Paso 5. La cuarta columna del paso 3, indica que la gréfica cruza el eje X en

(1, 0) en laforma que se ilustra en la gréfica del paso 4.

Paso 6. El grado del numerador X-1 es menor que el denominador ~ X%-X-6.
Por consiguiente, por la parte i) del teorema de las asintotas horizontales ( si n<k,

entonces el eje X es una asintota horizontal de la grafica de f ).

Paso 7. Utilizando la informacion de los pasos 4, 5 y 6, asi como la ubicacién

de algunos puntos, obtenemos W gréfica siguiente
\,

3
\
‘\ ,
\ 1 ;N
N NG
\M%
-3 -2 -1 0 1 2~ 3 i _
T N f (X) = X
. n
i
2|
-3
| Grafica 12
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Ejemplo 4. Trazar la grafica de f si.

Sy =———

xT—x-2

Solucioén : Factorizamos el denominador

"

X
(x+D(x—-2)

fx)=

Seguimos nuevamente los pasos del ejemplo anterior

Paso 1. El numerador X? tiene raiz 0( cero ) y por lo tanto, la grafica corta al

eje Xen (0, 0), como se va a mostrar en la siguiente grafica.

Paso 2. Como el denominador tiene raices —1y 2, lasrectas X=-1 y X=2,

son asintotas verticales que se representan con linea punteada en la gréafica

Paso 3. Los intervalos que determinan las raices -1 y 2, son ( -, -1 ),
(-1,0),(0,2)y(2 ).

Seguimos el procedimiento usado en el paso 3 del ejemplo 2 para obtener |a
siguiente tabla.

Intervalo (-cc, -1) (-1,0) (0, 2) (2, x)
Prueba de signo f(-2)=1 F(-1/2)=-1/5] f(1)=-1/2 F(3)=
9/4
Signo de f(x) + - - +
Posicién de la Por Por encima Por Por
grafica debajo del eje X debajo del | encima del
del eje X eje X eje X
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Paso 4. Dada la informacién de la cuarta columna del paso 3 procedemos como

se indica a continuacion.

a) Considérese la asintota vertical X= -1; como la gréafica esta por encima

del eje X en ( -x, -1 ), se deduce que

f(x)— < cuando x— -1*

En la siguiente figura se sefialan estos hechos trazando porciones de la gréfica a

cadaladode X=-16dex=2

| \ Grafica 13

b) Considérese la asintota vertical X=2; la grafica esta por debajo del eje X

en el intervalo ( 0, 2 ) y asi
f(x)— o cuando x— 2"
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Paso 5. Por la informacion de la tabla en el paso 3, sabemos que la grafica esta
por debajo del eje X tanto en el intervalo ( -1, 0 ) como en el (0.2). Por

consiguiente la grafica toca, pero no cruza, el eje Xen (0, 0).

Paso 6. El numerador y el denominador de f(x) son del mismo grado y los
coeficientes principales de ambos son 1. por ello, utilizando la parte ii) del teorema
de las asintotas horizontales, la recta Y= 1/1 = 1 es una asintota horizontal. Se

indica esta recta con linea punteada, como se representara en la siguiente gréfica.

Paso 7. Haciendo uso de la informacidn de los pasos 4, 5, 6 y situando varios

puntos, obtenemos la grafica.

_ tr resuelto el ejemplo 4.

3 2 -1 /o l . 3 3
1L N x2
X)= ———
[T A

Grafica 14

Para comprobar que la grafica corta la asintota horizontal en X= -2.
Determinando otros puntos de la grafica se puede verificar que este se encuentre
por debajo de la asintota horizontal cuando X< -2 y por encima de ella cuando
—2< X < -1.



Ejemplo 5. Trazar la grafica de f si.

2x”

X)=-—/——

f(x) e
Solucién

Para este ejemplo no escribiremos formalmente todos los pasos. Notese que
como f( -x ) = f(x), la funcion es par; por esta razon, la grafica es simétrica respecto
aleje.

La grafica corta al eje X en ( O, 0 ), no hay asintotas verticales por que el
denominador de f(x) son del mismo grado.

Puesto que los coeficientes principales son 2 y 1, respectivamente, de la parte
ii) del teorema de las asintotas horizontales ( si n=k, entonces la recta ¥ = Z—” es

!
una horizontal ) se sigue que la recta y = 2/1 = 2 es una asintota horizontal. Esta
recta se representa con linea punteada en la siguiente grafica.

La representacion de varios puntos y la simetria respecto al eje dan la gréfica

siguiente.

2x°
1

fx)=

x +1

Grafica 15



Si f(x)= %(i)) para polinomios g(x) y h(x) y si el grado de g(x) es mayor en uno
X

que el grado de h(x), entonces la grafica de f tiene una asintota oblicua ¥ = ax+5;
es decir, la grafica se acerca a esta linea cuando X— «< o cuando X— -x. Para
determinar la asintota oblicua puede utilizarse la divisidn para expresar a f(x) en la

forma

_8(x) _ 4C)
f(x)= heo) ‘ax+b)+ (o)

En donde r(x)= 0 o el grado de r(x) es menor que el grado de h(x). De la parte
i) del teorema de las asintotas horizontales ( Sea

a x"+a xn_1+...+a x+a
flx)y=-"L A n-l - I' 0 se sigue que "®) .0 cuando X—s
bkx +bk_1x - -f-...+b1x+b0 h(x)

o« 0 cuando X— -x por consiguiente, f(x) se acercamasy mas a ax+b conforme

|X| crece sin limite.

Ejercicios.

a) Trace la grafica de las siguientes Funciones.

1) f=—
-2

2) fi)=—=
3) f)=—
4

9 S0=
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5) flv)=

x -4
S5x
6 )=
) S= 7
xl
7 X)=——————
) J®) x> —=7x+10

b) Para las siguientes funciones encuentre las asintotas verticales y oblicuas.

Trace la gréfica de f.

1) fw=E 20
2) fx)=""%
3) fw=-
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4 Funciones Logaritmicas

Las funciones logaritmicas tienen aplicaciones en casi todos los campos del
quehacer humano. Son particularmente Utiles en estudio de la quimica, biologia,
fisica y la ingenieria para describir la forma en que varian las cantidades. En este

contenido se estudiaran las propiedades de estas funciones.

4.1 Funciones Logaritmicas.

Si f(x)=a" y a>1, entonces f es creciente sobre todo R, mientras que si

O<a<1, f es decreciente, por consiguiente, Si a>0 y a#1, entonces f es
biunivoca (o uno a uno) y por lo tanto tiene una funcién f~'. La inversa de una

funcion exponencial de base a se llama funcidn logaritmica de base a y se
representa por loga. Sus valores se representan como loga (x) 0 como loga x, que

se lee “logaritmo x de base a” , puesto que

Y =f(x) siysolosi x=f(y)

Definicion: Y =Log, x siysblosix=a’

Puesto que el dominio y el contradominio de la funcion exponencial de base a
son R y los numero reales positivos, respectivamente, el dominio de su inversa
loga x son los numeros reales positivos, y su contradominio R, por esta razén en la

definicion x>0 y Y esta en R.

Noétese que:

log, x

SiY =log, X, entonces X = a’ =a

En palabras, loga X es el exponente al que debe elevarse a para obtener Xj.
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Ejemplos:

Log, 8=3 yaque 2°=8
I 2_ 1
Logs — =-2 aque 5= —
Js s yaq 25
Logio 10000 = 4 ya que 10* = 10000

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de la definicion de

logaritmo.
Teorema
1
i) a®*=x para todo x>0
i) logaa=a
i) loga1=0

La parte i) ya se ha demostrado . Para verificar ii) y iii) es suficiente observar que

a'=ay a’=1, respectivamente.

Ejemplo 1: Calcular s en cada uno de los siguientes casos.

a) logs2=s

b) logs s=2

c) logs8=3
Solucién:

a) Silogs2 =s, entonces 4° =2y de aqui s = —;—

b) Silogs s =2, entonces 5°=sydeaqui s=25

c) Si logs8=3,entoncess’=8ydeaqui s= 38 =2



Solucion:
Si logs (5+x ) = 3, entonces, por la definicién de logaritmo. 5 + x = 4% o bien
X+5=64= x=64-5=x =59, por consiguiente, la solucién es x = 59.
Las siguientes leyes son fundamentales para trabajar con logaritmos de

numero positivos vy w.

4.2 Leyes de los logaritmos

i) Loga(uw)=1logau+log. w

. u
i) loga (—) =l0ga U-l0ga W

w

iii) loga (u°) = c loga u para todo niimero real ¢
Demostracién:

Para demostrar i) empezamos por hacer
r=10oga U ys=1ogaw

Por la definicion de logaritmo, esto implica que a =u y a’=w, por lo tanto,
aa=uw

y de aqui a™® = uw

‘Usando otra vez la definicion de logaritmo, la ultima ecuacién es equivalente a
r+ 3 =10g, (Uw).

Sustituyendo r y s del primer paso de la demostracion, obtenemos:

l0ga U +l0gs W =l0ga uw
Esto completa la demostracion i)

Para demostrar ii) empezamos como en la demostracion i) pero esta vez a dividir

a" entre a°, de este modo.
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a’u U

— . res __
—5 = obien d =—
a v w

La ditima ecuacion por la definicion de logaritmo, es equivalente a

(1:\
r—-s=loga|—!

W)

Sustituyendo r y s, obtenemos

i
loga U - l0ga W = 10Qa (—j

w

Esto prueba la ley ii)

Finalmente, si ¢ es cualquier nimero real entonces

(a")°=uobiena” =u°

De acuerdo con la definicion de logaritmo, la ultima igualdad implica que

cr=loga U°.

Sustituyendo r obtenemos
cloga u =logs u®
Esto demuestra la iii)

En los siguientes ejemplos muestran como se utilizan las leyes de los logaritmos.

Ejemplo 3: Si log,3 = 0.4771 y log2 = 0.3010, calcule las siguientes

expresiones.

a) loga 6
b) loga %
c) loga -2
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log, 3

9 log, 2

a

Solucion:

a) Puesto que 6 = 23 podemos wusar la ley i) para obtener
l0Qa =6 10ga (2.3) =10ga 2 +l0ga 3
=0.4771 +0.3010 = 0.7781

) Por laley ii) tenemos

loga =loga 3-10gs 2

12w

=0.4771-0.3010 =0.1761

) Usando la ley iil) se tiene

loga 2 =logs 2" = % loga 2

-;-(0.3010) =0.1505
log,3
0g. 2 por lo tanto,

log

dividimos 0.4771 entre 0.3010 y obtenemos la aproximacion 1.585. Es

) No existe ninguna ley de logaritmos que permita simplificar

importante notar la diferencia entre este problema y el planteado en la parte b).

Ejemplo 4: Resolver cada una de las siguientes ecuaciones

a) Logy (2x+3) =logz11 +log23
b) Logs (x+6)—1logs 10=10gs (x-1)—logs 2

Solucién:
a) Usando la ley i), la ecuacién dada puede escribirse
Loga(2x+3)=1log,=(11.3)

o bienlog; (2x +3 ) =logz (33)

De aqui tenemos que, como las bases son iguales
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2x +3 = 33 o bien 2x =30
por lo tanto. la solucion es x = 15
b) La ecuacién dada es equivalente a
logs(x+6)—logs (x+1)=logs 10 —logs2

aplicando la ley ii), obtenemos

loga ()H?j = logs ? =logs 5

4

de aqui x+6 =5

x—1
5=x+6
x—-1
5x—-5 =x+6
5x —x =6+5
4x =11
0 bien 4x = 11

.. i1
La solucion es x = ?

Soluciones extranas aparecen algunas veces en el proceso de resolucién de

ecuaciones logaritmicas, como se ilustra en el siguiente ejemplo:
Ejemplo: Resolver la ecuacion 2 logr x = logy 36

Solucién:  Aplicando la ley iii) obtenemos 2 log; x = logs x* y haciendo la
sustitucion en la ecuacion dada llegaremos a logy x* = logy 36.
Por lo tanto, x* = 36 y de aqui x = 6 0 bien x = -8, sin embargo, x = -6 no es
solucidén de la ecuacién original puesto que x debe ser positiva para que logy x
exista.

Asi existe, una unica solucion x = 6

La dificultad anterior pudo haberse evitado escribiendo la ecuacion como
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log7 x = % log7 36 = log; 36"? = log; = 6 y entonces, x =6

Las leyes de los logaritmos suelen usarse como los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 6:

Expresar 10ga i en términos de logaritmos de x,y, y z.

Solucion: usando las tres leyes de los logaritmos y escribiendo +/y con y'?,

obtenemos
’CS 12
loga - = loga (x°y"?) - loga z°
= loga X° + loga y'? - loga 22
= 3logax + % logay — 2 10ga 2
Ejemplo 7:

Expresar en términos de logaritmos

)1/3

; loga (X*-1)-logay -4 logaz = logas (x*-a)”® -logay — loga z*
b

loga ¥x* —1- (loga y — loga z%)
loga ¥x* —1- loga yz*
loga ¥x* -1

yz*

Es importante notar que hay leyes para expresar l0oga (u + w) o bien log, (u - w)

en términos de logaritmos mas simples. Es evidente que

loga (U+w) = loga u + l0ga W,

puesto que la ultima suma corresponde a loga (uw). De la misma manera
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l0Qa (U-W) = 10Qa U - lOga W

Frecuentemente ocurren funciones logaritmicas en aplicaciones. Efectivamente,

si dos variables u y v, la v es una funcién logaritmica de u.
Ejemplo:

El nimero N de bacterias en cierto cultivo después de t horas, esta dado por

N = (1000) 2'. Exprese t como una funcién logaritmica de N con base 2.

Solucion: Si N = (1000) 2", entonces 2' = %5 Cambiando a la forma logaritmica

t =log N
% 1000

Ejercicios 4.1

Haciendo uso de teoremas y leyes de los logaritmos efectiue los siguiente

ejercicios.

1) Cambie las ecuaciones dadas, a la forma logaritmica
a) 4°=64
b) 2" =128
c) 10 =0.001
) =

Q

2) Cambien las ecuaciones dadas
a) logip 1000 =3




3) Calcule las expresiones dadas

a) log L
*16

b) logio 100
c) 1010-3105

4) Resuelva las ecuaciones dadas

a) logz (x4)=2

b) loge x =

| W

c) logs x*=-2
d) logs(2x-3)=1loge 12 —loge3

5) Exprese el logaritmo dado en términos de los logaritmos de x, yy z

2

x'y

3
4
&

b) Loga "/;

4

y

c) Loga yxyyz*

a) Loga
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4.3 Graficas de las funciones logaritmicas.

Puesto que la funcion logaritmica loga es la inversa de |la funcién exponencial de
base a, la grafica de y = loga x se puede obtener reflejando la grafica de y = a* a
través de la recta y = x, que biseca los cuadrantes | y lll. Este hecho se ilustra en
la siguiente grafica para el caso en que a>1.

También es posible trazar localizando algunos puntos puesto que

y = 10ga X si y solo si x = a’

Grafica 1

Las coordenadas de los puntos de la grafica de y = loga x se puede encontrar

usando la ecuacion x = a’. Esto conduce a la siguiente tabla.

Y -3 -2 -1 0 1 2 3
X i i 1 a & &
a a’ a ‘




Si a>0, se obtiene la siguiente figura i). En este caso, la funcion f es creciente

en todo su dominio. Si 0 < a < 1, la gréfica tiene |la forma que se ilustra en la figura

i) en donde f es una funcién decreciente.

figura i)
Y =log, x, a>1
/'/—”
N // -
e
| ~
i /
0 ! ' !
Ir 1 2 3 4 5 6
|
|
1L
|
| ,
! Grafica 2
2 1
L.
[
figura ii)
2l Y =log, x, 0<a<l
|
|
!
i
1L
|
0L . .
. T 2 3 4 E) 6
N
.y
\\
1. T~
T Grafica 3
~ rafica 3
\\\
—_—
T —

166



Funciones definidas por expresiones de la forma loga P. en donde P es alguna

expresion en x, ocurren con frecuencia tanto en matematicas como en sus

aplicaciones.
Las funciones de este tipo pertenecen a la familia logaritmica; sin embargo , las

graficas pueden diferir de las presentadas en las figuras anteriores y las que a

continuacion se presentaran.

Ejemplo 1: Trazar la grafica de f siendo f(x) =logs (-x) para x< 0.

Solucién: si x<0, entonces —x > 0, y por lo tanto logs (-x) existe.
Queremos representar graficamente la ecuacion y = logs (-x) la cual, por la
definicién del logaritmo, es equivalente a 3' = -x. Entonces para encontrar puntos

en la grafica de f, se pueden sustituir valores de y en la ecuacion x = - (3). La

siguiente tabla muestra las coordenadas de algunos de varios puntos.

Y -2 -1 0 1 2
X 1 1 -1 -3 -9
9 3
8 _
7L
6L
5|
4 1
3L
Y =logs (-x) )l
EH\ 10
5 p 2 \_.‘.10’_ 2 4 6
.?,‘3‘ N
al.
5 !f
6 - Grafica 4
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L ocalizados estos puntos se trazo la grafica anterior.

Ejemplos 2: Trazar la grafica de la ecuacion

Y =logs x| six =0
Solucién: Puesto que |x| > O para toda x =0, existen puntos en la gréfica

correspondientes tanto a valores negativos de x como a valores positivos, si x > 0,

entonces |x| = x y de aqui que del lado derecho del eje y, la grafica coincide con la
gréfica de y = logs x, es decir con x = 3* . Si x > 0 entonces |x| = -x y la gréfica es

la misma que la de y = logs (-x) (la grafica del ejemplo 1).

T Y =log, |

3 -
|

2 -

—_— : —
~ 1L /
L s
6 4 2 P 2 4 6
\\1 -/

2]
]!'

-3 4

-4 .

-5 i

- Grafica 5

Ejemplo3: Trazar la grafica de
a) Y=logs(x-2)
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b) Y =logs x-2
Solucion:

a) Se puede obtener la grafica de Y = logs ( x-2 ) trasladando la gréafica de
Y = logs x dos unidades hacia la derecha. Puesto que la grafica de
Y = logs x es parte de la grafica de la figura anterior que esta a la derecha
del eje Y, esto conduce al trazo de la siguiente figura i).

'b) La grafica de Y = logs x-2 se puede obtener trasladando la grafica de
y = logs x dos unidades hacia abajo. Asi se obtiene el trazo de la figura ii).

Notese que la intercepcion x esta dada por logsx =2 oporx=3%=9

Y =logs (x-2)

0 = L /’/
! 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1L /
/
2 /‘;
3 (
f Grafico 6

8 .

7.

5.

. Y =logs x-2

3.

2.

1.

0 B

1 2 3 45— 6
A e
[

2 . o
3.
-4
5. Grafico 7

&



Ejercicios 4.2

Represente graficamente la funcién dada.

1) f(x) =logzx

2) f(x) =logs x

3) f(x) =logz (x+3)
4) f(x) =logz x +3
) f(x) =logs (3x)
6) f(x) =3logsx

7) f(x) =logz Vx

8) f(x) =logs (lJ
X

1
(log; x)

10) f(x) = logz |x 5|

9) f(x) =
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5 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

El origen de la trigonometria data de hace mas de 2000 arfos, cuando los

griegos necesitaron métodos precisos para medir angulos y lados de triangulos.

El concepto de Angulo es central en trigonometria. Un angulo tiene tres partes:
un lado inicial, uno terminal y un vértice (punto de intercepcion de los dos lados).
Diremos que un angulo esta en posicidon canonica si su lado inicial es la parte
positiva del eje X y su vértice esta en el origen. Suponiendo que los(as),
estudiantes estan familiarizados con la medida de angulo en grados. Suele
utilizarse @ (la letra griega Zeta minusculas) para simbolizar el angulo y su
medida. Clasificamos los angulos en agudos (entre 0° y 90°) y obtusos (entre 90°
y 180°). Los angulos positivos se miden en sentido contrarios al de los agujas del
reloj a partir del lado inicial. Los angulos negativos se miden en sentido delas

agujas del relo;.

No podemos asignar medida a un angulo sabiendo tan solo dénde estan
situados sus lados inicial y final. Hay que saber como ha girado el lado terminal.
Por ejemplo la siguiente figura (1) muestra que un angulo de —45° tiene el mismo
lado terminal que uno de 315°. Tales angulos se dicen ser Coterminales.

S

~ .
\______/// Figura 1
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Un angulo mayor que 360 grados es aquel cuyo lado terminal ha dado mas de

un giro completo en sentido contra el reloj como lo representa la siguiente figura

(2)

\____,// Figura 2

Y angulos menores que —360° pueden generarse girando mas de una vuelta su
lado terminal en el sentido del relo;j.

5.1 Medida en Radianes
Un segundo modo de medir angulos es en radianes. Para asignar medida en
radianes a un angulo @, consideramos # como un angulo central de un sector

circular de radio 1, como en la siguiente figura (3)

La longitud del arco del
sector; esta medida de 4
/ en radianes

S

Figura 3

172



La medida en radianes de ¢ se define como la longitud del arco de ese sector.
Recordemos que todo circulo mide 2z r y al ser un circulo unidad (r = 1), es
simplemente 27, concluiremos que la medida de un angulo de 360° es en

radianes 2z . En otras palabras, 360° = 2 7 radianes.

Figura 4

Usando medida en radianes, tenemos una férmula simple para la longitud s de

un arco circular de radio r como se ve en la figura 4

Longitud de arco = s =r@ (6 medida en radianes).
Conviene memorizar las conversiones mas comunes, véase la siguientes

figuras

Figura 5



5.2 Reglas de Conversién

180° = 7 radianes

Grados — radianes Radianes = Grados

180°

T

1 radian =

10 = z radianes
180

Ejemplo 1: Conversion entre grados y radianes

a) 40° = (40) ( z ) - 62832 _ 27 dianes
180 9 9

b) —270° = (-270) i) =237 radianes
180 2
VA 180
c) -— radlanes = [ —j (—j =-90°
2 T
d) 9— radianes = (97”) (ﬂj = 810°

5.3 Definicion de las seis Funciones Trigonométricas

Definicién por triangulos rectangulos, donde 0 < 6 < %

Seng = £
Hipotenusa hip
Cateto Cos 9 = 2%
Opuesto hip
Tg@ = _Og_.
) “*
—

Cateto Adyacente

Figura 6
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Definicidon como funciones, donde @ es cualquier angulo referimos a la figura 7

Y
(x¥) 4
E I .
g'\e r= x2 +};3
< »X
Figura 7
Seng = £ Coseco = =
r Yy
Cosg = = Secd = r
r x
tgd = X ctgl = kd
X Yy

Las siguientes férmulas son consecuencia directa de las definiciones

1

Cosecd = Sech = ctgf = —

sen cosd g0
tg6 = sen@ ctgd = cos@
cosd sen@

Ademas puesto que

2 2 2 2 2
Sen’d + Cos?4 = (1) + (fj =X1Y =T =g
: e

s s

Podemos obtener facilmente la identidad de Pitagoras
Sen®g + Cos® =1
Notese que esta usando Sen?# para denotar (Sen?6)% Otras identidades se

expondran a continuacion.
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5.4 ldentidades Trigonométricas
Identidades pitagoricas

Sen?d + Cos®6 = 1
Tg® 6 +1 = Sec?d
Ctg 29 +1=Cosec’ @

Suma o diferencia de los angulos

Sen(6 +$)=sen d Cosd ¥ Cos 6 Sen ¢
Cos (6 + $)=Cos @ Cos¢d ¥ Sen @ Sen ¢

_ g6 tigd
T 1+1g6rg4

Tg(6 +¢)
Angulo Doble

Sen2 § =2Sen 6 Cos @
Cos2 6 =2Cos? 9 -1

=1-2Sen® @
=Cos? # - Sen? 6
Angulo Mitad
Sen? 6 = é (1-Cos 20)
Cos? 9 = %(1 +Cos 26)
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Ley de los Cosenos

a’ = b%+c?-2bccos A A

Formula de reduccion

Sen (-0) =-Send
Cos (-8) = Cosé@
Tg (-0) =-tgb

Sen § =-Sen (6 -x)
Cos 6@ =-Cos (6 -r)
Tg o =Tg (6 -7)

Notas: Todos los angulos en el resto del contenido de (funciones
trigonométricas) se mediran en radianes, salvo que se especifique lo contrario.
En otras palabra, cuando escribamos Sen3 queremos significar el seno de 3

radianes y solo si escribimos Sen3° nos estaremos refiriendo a 3 grados.

5.5 Evaluacion de Funciones trigonométricas.
Hay dos métodos frecuentes para evaluarlas : aproximacién decimal_con

una calculadora (o una tabla).
Evaluaciones exactas  usando identidades trigonométricas y férmulas de

geometria se mostrara primero el método por formulas de geometria.
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Ejemplo 2

Calcular seno, coseno, tangente de

W N

Solucién: Empezamos dibujando el angulo 6 = — en posicion canonica como
J

en la siguiente figura:

Figura 9

Como 60° = 53[— radianes, obtenemos un triangulo

equilatero con lados de longitud 1 y angulo 6.

Como la altura de este triangulo bisecta su base,
sabemos que x = % Ahora bien, por el teorema de

Pitagoras>

Asi pues Sen —15 =Y =
) r

La siguiente tabla presenta las medidas en radianes y en grados de varios

angulos frecuentemente, junto con los valores de Seno, Coseno y Tangente.
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Figura 10

¥ [ Angulos Comunes del Primer Cuadrante
is0 Grados 0 30° 45° | 60° 90°
Radianes |0 T £ 7z 3
1 6 4 3 _ 2
30° Send 0 1 2143 | 1
2 2 |2
5 Cos@ 1 ‘/_g ﬁ 1 ; 0
5 2 2 |2
60° tgéo 0 1 1 3 Indefinido
- J3

En la figura 7 nétese r > 0 siempre. Asi pues, los signos en cada cuadrante de

x e y determinan los signos de las funciones trigonometricas puede verse en la

figura 11
A y
Cuadrante II Cuadrante I
Sen @ : + Sen 6 : +
Cos @ : - Cos @ : +
Tg: - Tg:+
>
X
Cuadrante III Cuadrante IV
Sen @ : - Sen @ : +
Cos @ : - Cos @ : +
Tg:+ Tg: -

4

N referencia /a\_k_ s

\l/l&\/ () ,‘[ ‘-.\ f\ Angulo de

{
Lo Angulo de
/" referencia

~

\

AN
o N\ | R /”-
Foni /e N /\\\
. | ! \
N
-

Cuadrante II Cuadrante III Cuadrante IV
1gulo de referencia 7 -6  Angulo de referencia 6 — Angulo de referencia 27 -6
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Ejemplo 3
Evaluando funciones trigonometricas con angulos de referencia.

Funcion Cuadrante Signo Angulo de Valor
Referencia
3 I + 3r & 3 ) -
a)Senﬂ T -— == Senﬂ:Senﬁz_z
4 4 4 4 4 2
b) Tg 330° \Y - 360°—330° = 30° 5
Tg 330° = -tg 30° =
3
T 1 - 7 Vs b
C)COS— —6--7Z'=g Coszz_cosﬁz-JJ
6 2

Ejemplo 4 Identidades Trigonometricas y Calculadoras
a) Porlaformula de reduccion sen(-8) = -sen§, tenemos que

Sen (—gj =-Sen = = -'ﬁ'

3 2

b) Utilizando la féormula reciproca Sec6 = , Se obtiene

cosé

c) Usando una calculadora obtenemos
Cos (1, 2) ~ 0.3624

Recuerde que 1, 2 viene dado en radianes, de modo que la calculadora debe de

ponerse en modo radianes.

Resolucion de ecuaciones trigonometricas. En los ejemplos anteriores 1, 3 y 4

vimos técnicas para evaluar funciones trigonometricas para valores dados de 6.
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En los dos préximos ejemplos lo haremos de forma inversa: dado el valor de una
funcién trigonometrica, ¢Cémo reducir 67 Por ejemplo, consideremos la
ecuacion:

Send =0

Sabemos que & =0 es una solucién, pero no es la unica.

Cualquiera de los valores siguientes lo es también:

wrn=37,27,-7,0, n, 27,371, ...

Podemos simbolizar este conjunto infinito de soluciones como

{nz:nentero}

Ejemplo 5
Resolver la ecuaciéon
Sen 9 = -3/2;—

Solucioén: Para resolverla, hagamos dos observaciones:

1) El seno es negativo en los cuadrantes Il y IV
2) Sen (Ej = \/z
3 2

Cambiando estas dos observaciones, concluimos que estamos buscando

. . T
valores de @ en los cuadrantes Il y IV que tengan angulo de referencna_3 ,enel

intervalo [0, 2 7] los dos angulos que cumplen eso son:

2 ~

3 3 3

Vs
9=2T+T
S

Finalmente podemos afadir 2 a cualquiera de esos angulos para obtener el

conjunto de soluciones
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~

J

g = +2nx, n entero

St
osea § = — +2nx, nentero
2

Ejemplo 6
Resolver la ecuacién por 6
Cos20 =2-3Senf,0< 0 <2r

Solucién; Usando la identidad del angulo doble Cos 26 = 1 — Sen?d,
obtenemos el siguiente polinomio ( en Sen@)
1-2Sen’d =2-3Send
0 =2Sen’d -3Send +1
0 =(2Send -1)(Send -1)

57r_

Si 2Send -1 =0, setiene Send = -

1 Vg
—ve == o) @ =
2y 6

SiSend -1=0, setiene Sengd =1 'y 9:%. Asi pues para 0<6<2r,

hay tres soluciones de ecuacién dada:

T Sm T

0 s =, —
6 6 2

5.6 Graficas de las Funciones Trigonometricas

Para dibujar funciones trigonometricas en el sistema de coordenadas usual x, y,
emplearemos la variable @ en el lugar de x, ademas cuando escribamos y=Senx
o y=Cosx, entendemos que x puede tomar cualquier valor real y las funciones

evaldan con x medido en radianes.



Nota: Este uso de x no es el mismo que en la definicidon de las seis funciones
trigonometricas. En general, el contexto de cada momento permitira distinguir

entre ambos.
En primer lugar notemos que las seis funciones son periddicas.

Decimos que una funcién f es periddica si hay un nimero p =0 tal que
fle+p) = flx)
Para todo x en el dominio de fo . El dominio p positivo se llama periodo de f.

Tanto el seno como el coseno tienen periodo 2z y marcando varios puntos en el

intervalo 0 < x < 27 obtenemos las graficas de la siguiente tabla.

Y =Senx Y =Cos x
7 A 2 A maximo
. maximo
maximo
' . minimo
] minmo -]
| -+ t —p

T\ g 3T 27

Interseccion

Interseccién

Interseccion Interseccion

[nterseccion

Figura 13

Obsérvese que el maximo valor de senx es 1 y el minimo —1.



La amplitud de la funcién seno(3coseno) se define como la mitad de la

diferencia entre sus valores maximo y minimo. Asi que la amplitud de £ =

Senx es 1.

La grafica de la figura 14 muestra las gréficas de las seis funciones
trigonometricas, con las que debe familiarizarse él, los lectores para ser capaz

de dibujar otros mas complicadas.

La grafica de y = a sen bx oscila entre —a y a, luego tiene amplitud |aj Ademas,

como bx = 0 cuando x =0y bx =2z cuando x = 27” podemos concluir que la

funcién y=a sen bx tiene periodo 2. La siguiente tabla resume las amplitudes y

B
periodos de varias funciones generales.

Funcién Periodo Amplitud
y=asenbx o y=acosbx 2z |al
8
y=atgbx o y=actgbx L2 -
5
y=asecbx 0 y=acosec bx 2 -
8

5.7 Graficas de las seis funciones trigonometricas

A
14
'i
| / /
0. 4 L.
L/ Dominio : Todos los reales
./ Recorrido: [-1,1]
ol Periodo: 27
-2 fi /2 " m / e
‘1( 1 \\
/o /

. L N2
Grafica 1
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Dominio : Todos los reales

7 05
5 Recorrido: [-1,1]
o Periodo : 2
E T \_\ / 2n
o5 |) \\\ /
N
| e Grafica 2
s ,
s
® } : Dominio : Todo x # (27r—1)7—r—
I 2
1 | Recorrido: (-a,a)
.| / 1 Periodo: 27
// :
9 : s —p
-2 /,,/" 2 Tt 32 2 :
7 :
4
e Grafica 3
A
|
i
| , Dominio : todo x # nx
2L \
!' ¥/ Recorrido: (-a,-1] y [L.a)
-U' ogi 2 . 3"/2 ‘;;2" > Periodo : 27
2t
oo
v
A
a.
3 Grafica 4



; Dominio : todo x = (27 - )<
6 . ‘ 2

Recorrido: (- ,-1] y [L,&)

| : Periodo :

|
w2 Kz T 372 o

! Grafico 5

Dominio : todo x # nx
Recorrido: (-a,a)

t
\ Periodo : «

w2 /2 < i w2 27

1'~. Grafica 6
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Ejemplo 7

Dibujando la grafica de una funcién trigonometrica dibujar la grafica de f x = 3
COoSs 2x

Solucion: La gréficade f () = 3 cos 2x tiene

. , 2
Amplitud: 3 Periodo By =7

Apelando a la forma basica de la grafica del coseno, dibujamos un periodo de la

funcién en el intervalo [0, 7], siguiendo el esquema

\‘ /
0 . L I \ ] | i f [ J

|om2 n 2 | o \ //
R

, \ ‘ periodo =T
2 /
\ // /
2 \‘\ / / /
Maximo: (0,3) Maxima ( ,3)
Grafica 7 Minimo (7 /2 , -3)

Con ese esquema se pueden obtener varios ciclos de la grafica como se ve en

la gréafica 15
Ejercicos 5.1
1. Aplicando reglas — definiciones — identidades trigonometricas y todos los

conocimientos adquiridos en este contenido desarrolle los siguientes

ejercicios.
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Determinar los angulos coterminales (uno positivo y otro negativo) para el

angulo dado. Dar la respuesta en grados.

-
~—"

c)

2)

b)

0 =740°

c) d)
B8 =230

6=-420° ” - —>
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2. Determinar dos angulos coterminales (uno positivo y otro negativo) para

el angulo dado. Dar la respuesta en radianes.
b)

0=4r/3

3. Expresar el angulo’dado en radianes 6=-7r1/6
) 30°

) 150°
c) 315°
) 120°
e) —-20°
f) —240°

4. expresar el angulo dado en grados

3
a —_
) 2

1
6

Vs
Cc) -—
12

5. Determinar en que cuadrante est4 6
Senéd <0 y Cosf <0

6. Hallar las funciones trigonometricas indicadas del angulo dado
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7.

a)

Dado sen@ =l, Hallar Cosec@

Dado Cosé@ = 5;—, hallar Ctgé

’ [

Dado Ctgé = % hallar Secé

Evaluar el seno, coseno y tangente del angulo dado
60°
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8.

2
b) =
2
/3
C N
) 4
9 =
4
Determinar el periodo y la amplitud de la funcién dada
y = 2 sen 2X
Y
.............. 2, G s
[\
[
T \ 2n /
05 - \ / X
\\
- v//
' / /
15 _ \ " /
\
N SO SO A
Grafica 8
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9. y =2 sen X

Grafica 9

10.  Dibujar la grafica de las funciones que se indican

a)

=SenZ
y 2
y = -2 Sen 6x
= Cosec =
y 2
y = 2Sec 2x-

y=Sen (x+ )

192
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