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Abstract— In this paper an exhaustive singularity analysis of a
3RRR planar parallel robot is performed. The Jacobian matrix
using the Screw theory is obtained and an effective method for
singular configurations analysis based on a condition index of
the Jacobian matrix is presented. Finally, a new similarity law
that allows the workspace optimization free of singular
configurations and the working mode selection is presented.
Furthermore, MATLAB as a testing tool and programming
language is used.
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I. INTRODUCCION

ECANICAMENTE un robot esta formado por una serie

de elementos o eslabones unidos mediante articulaciones
que permiten un movimiento relativo entre cada par de
eslabones sucesivos, la forma en la que los eslabones se
encuentran conectados permite establecer si éste es de cadena
cinematica abierta o cerrada. Un robot que posee una cadena
cinematica abierta es llamado robot serial, y son los clasicos
manipuladores encontrados en la industria, mientras que si
posee una cadena cinematica cerrada es llamado robot
paralelo, esto es cuando un eslabén se encuentra conectado
con cualquier otro por mas de una forma.

Aunque la mayor parte de los robots o manipuladores
industriales que se han utilizado, son brazos articulados con
estructura serial, el desarrollo de robots con estructura paralela
se encuentra actualmente en un momento muy importante.
Entre algunas de las aplicaciones de los robots paralelos estan:
los simuladores de vuelo, procesos de manufactura, y algunas
herramientas para cirugia en las cuales se necesita alta
precision de posicionamiento.

Los robots paralelos presentan diferentes ventajas respecto
a los robots seriales, los robots paralelos proporcionan mayor
capacidad de carga, elevada velocidad y alta precision de
posicionamiento. Sin  embargo, presentan  algunas
inconvenientes, como el reducido espacio de trabajo, la
dificultad en la solucion de la cinematica directa y el analisis
de las configuraciones singulares

Una de las mas grandes preocupaciones en el disefio de
robots paralelos es el analisis de las configuraciones
singulares, ya que un analisis adecuado permitira obtener las
dimensiones Optimas y facilitara la planificacion de
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trayectorias y control del Robot [1].

Las configuraciones singulares son aquellas configuraciones
en las cuales el robot pierde o gana uno o mas grados de
libertad instantdneamente, perdiendo rigidez y capacidad de
movilidad y trabajo para el cual se disefid. Ademas, como
comenta Yang [2], existe una compleja configuracion singular
la cual aparece dentro del espacio de trabajo, separandolo en
pequeiias regiones y reduciéndolo atn mas, pudiendo llegar al
grado en el cual el robot sea totalmente inoperable.

Las configuraciones singulares dentro del espacio de trabajo
dependeran de las dimensiones del robot, por lo que la
seleccion adecuada de éstas sera un factor critico para
optimizar el espacio de trabajo.

Este articulo estd organizado de la siguiente manera.
Primero se estudia la geometria del robot, luego se obtienen
las matrices Jacobianas utilizando la teoria de Screws, poste-
riormente se analizan las matrices Jacobianas para estudiar las
singularidades.

Luego, se define el Indice de Condicion de la matriz
Jacobiana, con el cual se realiza un analisis exhaustivo de las
singularidades dentro del espacio de trabajo y permite
seleccionar las dimensiones Optimas para disefiar un robot en
funcion del espacio de trabajo que se necesite.

Finalmente, se plantea una nueva ley de semejanzas para
seleccionar las dimensiones del robot y obtener un espacio
libre de configuraciones singulares. Se utiliza MATLAB®
como plata forma de pruebas y lenguaje de programacion.

II. EL ROBOT PARALELO PLANAR 3RRR

El Robot Paralelo planar 3RRR consiste de una plataforma
moévil conectada a una plataforma fija por tres cadenas
cinematicas independientes, cada cadena cinematica posee dos
eslabones y tres articulaciones de tipo rotacional de un grado
de libertad, dos de las cuales son pasivas mientras que la
restante es activa [3].

El efector final (plataforma moévil) se conecta a los
eslabones con una junta pasiva, y los eslabones se conectan a
la base con una junta activa. Esta configuracion conforma el
robot paralelo planar 3 RRR (Fig. 1).
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Figura 2. Angulos relacionados a una cadena cinematica tipica de un Robot
Paralelo Planar 3RRR.

A. Geometria del Robot

Para determinar la geometria consideremos la Fig. 1, en la
cual el origen del marco de referencia estd localizado en el
punto P. El eje westa a lo largo de la direccion PQ y el eje Y
es perpendicular a PQ. Se asume que la plataforma ABC y el
triangulo formado por POR , son triangulos equilateros (donde
AB=BC=AC'y PO=0QR=RP).

La localizacion de la plataforma movil, se puede especificar
en términos de la posicion del punto A, y la orientacién dada
por el angulo ® [3]. Por lo tanto, las coordenadas del punto B
y C se pueden determinar en términos de A y @. Para la
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coordenada del punto B, tenemos que:

Xg = X4 +hcos® (1)
Vg =Y, +hsen0

Mientras que para la coordenada del punto C, tenemos que

Xc :xA+hCOS(®+n/3) (2)
Yo = Ya + hsen(® + 7-[/3)

Considerando la Fig. 2, donde se muestra la primera cadena
cinematica, podemos escribir la siguiente relacion vectorial:

PA =PD + DA (3)

Si expresamos la relacion anterior, segiin las coordenadas
establecidas, tenemos que:

X4, = a, cos 0, + by cos(6; + Y,)
Ya = a; sen 6, + by sen(6; + ;) (4)

Debido a que y, es un angulo de una junta pasiva, se puede
eliminar de las dos ecuaciones anteriores, con lo cual:

X, = a, cos8; + b, cos 0, (5)
Y4 = a; senb; + b, sen 6,

Sumando los cuadrados de las dos ecuaciones anteriores y
simplificando, resulta que: 6)

X3 +y2 — 2x4a, cos 0; — 2y,a,senf; +a? — b2 =0

En el caso de los otros dos miembros, podemos aplicar el
proceso descrito anteriormente, para obtener las ecuaciones de
cada cadena.

B. Cinematica Inversa

La idea de la cinematica inversa consiste en encontrar los
angulos 0y, 0,, 0;, (Fig. 1), coordenadas articulares, conocida
la localizacién (xg, yg, @) de la plataforma moévil. Para ello se
puede analizar cada cadena cinemadtica por separado. En el
caso de la primera cadena cinematica, (6) puede ser escrita
como:

e;senf; +e,cos0; +e; =0 (M)
Donde,
er = —2Y,04
e, = —2x50,4 (8)

e; = x5 +yi+af —b?

Sustituyendo en (7) la féormula de la tangente del angulo
mitad y simplificando obtenemos la expresion:

—e 1+ [e?+eZ—e2 (9)

ez —ez

6, = 2tan~?!
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Como es de esperarse, a partir de (9) se obtienen dos
soluciones para 0, , las cuales corresponden a las dos posibles
configuraciones de la cadena cinematica. En total se tienen
ocho posibles posturas o0 modos de trabajo del robot. Aunque,
como se analiza mas adelante solo dos de ellas son adecuadas.

IIL.

El espacio de trabajo se puede definir como aquel conjunto
de puntos en los cuales el robot se puede posicionar cuando las
variables articulares evolucionan de tal manera que se
alcanzan todos los puntos del dominio de configuraciones
admisibles. El espacio de trabajo depende de los limites
mecanicos, de las posibles colisiones entre los eslabones y de
las singularidades.

En el caso del robot estudiado, el tamafio del espacio de
trabajo depende en gran medida de la orientaciéon de su
plataforma movil, obteniendo el mayor espacio de trabajo

ESPACIO DE TRABAJO

cuando la orientacion de la plataforma es 0. Ademas, es de
advertir que el espacio de trabajo se reduce significativamente
cuando aparecen singularidades dentro de éste, pudiendo
separarlo en pequeiias regiones, hasta el punto en el que el
robot puede ser totalmente inoperable.

El espacio de trabajo para una determinada posicion y
orientacion de la plataforma moévil se puede encontrar a partir
de (9). Si ésta ecuacidén genera una raiz doble, el robot estara
en una configuracidén singular inversa (con los eslabones de
una cadena cinematica completamente estirados o
completamente doblados), mientras que si con la ecuacion se
tienen raices imaginarias, la configuracion (posicion y
orientacion de la plataforma movil) no es alcanzable [1].

Para determinar el espacio de trabajo (ideal) se utilizd
MATLAB®, y se consideraron los siguientes parametros:

e Longitud de los eslabones: 40 cm

e Longitud del lado de la plataforma mévil: 10 cm
e Separacion entre los actuadores: 100 cm

e Puntos evaluados: 3, 682, 561

El resultado obtenido se muestra en la Fig. 3. y muestra el
espacio de trabajo en funcion de la orientacion. Se puede
observar que el espacio de trabajo es mayor cuando la

orientacion de la plataforma moévil es de 0’ y disminuye

conforme la orientacion se aleja de 0°. Ademas, hay que hacer
notar que se trata del espacio de trabajo ideal para una
orientacion especifica de la plataforma moévil, éste disminuira
segun aparezcan configuraciones singulares dentro del mismo.

IV. CINEMATICA DE VELOCIDAD: MATRIZ JACOBIANA
El objetivo del andlisis de la cinematica de velocidad
consiste en determinar las relaciones existentes entre las
velocidades articulares y la velocidad del efector final del
robot, como se demuestra en [4] esta relacion viene dada por:

Jxx =]qfl (10>

Donde:

J»: Es la matriz Jacobiana directa, la cual permite conocer la
velocidad de la plataforma movil a partir de los valores de las
velocidades de cada articulacion.

Jq: Es La matriz Jacobiana inversa, la cual permite conocer las
velocidades articulares a partir de una determinada velocidad
de la plataforma moévil.

200
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Figura 3. Espacio de Trabajo Ideal del RPP 3RRR segtin la orientacion.

A. Jacobiano Basado en la Teoria de Screws

Una de las herramientas que resulta mas eficaz para modelar
la cinematica de un robot y su comportamiento diferencial son
los denominados “Screws”.

El movimiento general de un cuerpo rigido puede ser
descrito por una rotacién en torno a un eje Unico y una
traslacion a lo largo del mismo eje, este movimiento
combinado es llamado desplazamiento Screw o Twist, y el eje
unico es llamado eje Screw de desplazamiento [5]. La razén
de traslacion a rotacion se denomina Pitch (A). Un Twist
unitario para una junta de revolucién se define como

$= [sosxs]

Donde s, es un vector unitario apuntando en la direccién del
eje Screw y Sy es un vector de posicion de cualquier punto del
eje Screw. El eje Screw y el pitch determinan el Screw y el

(1)
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desplazamiento queda completamente definido cuando se
especifica la intensidad del eje Screw. Siendo ¢ =6 la
intensidad del Twist, éste puede ser escrito como:
$=4q$ (12)
Hay que recordar también que cualquier sistema de fuerzas
y pares actuando sobre un cuerpo rigido se puede reducir a una
unica fuerza y par resultante aplicados sobre un punto
especifico, Esta combinacion de la fuerza (F) y par (c) es
llamado Wrench y el eje Unico es llamado eje Wrench o eje
Screw. Analogamente a un Twist, el Pitch de un Wrench se
define como la razon del par a la fuerza (Ar = ¢/F). Un Wrench
unitario para una junta de revolucidn se define como:

~ s
$r - [Sr() :( Sr] (13)
Para el robot estudiado, existen tres Screws asociados a
cada cadena cinematica (Fig. 4), que corresponden a cada una
de las juntas que conforman cada cadena. Considerando s;; un
vector unitario a lo largo del eje de la j-ésima junta
correspondiente a la i-ésima cadena cinematica, los tres
Screws unitarios correspondientes a la primera cadena
cinematica (Fig. 4) los podemos escribir como:

S1i S2,i S3,i
aq X SS,i

$10= [P1 X 51,i]’$2'i - [l1 X Sz,i] 80 =

Donde,

—_— . ——

py=O0P,l; =0D,a, = 04,y s,; =5,; =53, = k

(14)

Figura 4. RPP 3RRR. Las juntas pasivas de la primera cadena corresponden a
los puntos Dy A.

Cada cadena cinematica se puede considerar como una
cadena cinematica abierta y expresar el Twist instantaneo de la
plataforma movil en términos de los Screws de las juntas, en
el caso de la primera cadena cinematica tenemos:

$,1 = 91§1,i + 92§2,i + 93§3,i (15)

Los ultimos dos términos de (15) corresponden a juntas

pasivas por lo tanto pueden ser eliminados si aplicamos el

IEEE LATIN AMERICA TRANSACTIONS, VOL. 13, NO. 2, FEB. 2015

concepto de los Screws reciprocos [1]. A partir de la Fig. 4, se
puede identificar que el unico Screw que es reciproco a las
juntas pasivas estd a lo largo del segundo eslabon (linea que
une ambas juntas) y viene dado por:

§1' = [ai S;lerl] (16)

Tomando el producto ortogonal de (15) con (16) tenemos que:
A;1$p1 = 9-1,1'(§Ir1$1,i) (17)

Considerando las tres cadenas cinematicas, podemos escribir
(17) como:

$7.:%p = dui($7.:%1,1) (18)

Lo cual es equivalente a la relacion J/,x = J,q, dada por
(10). Por lo tanto las matrices Jacobianas son:

A;q (ay X sp1)" 574]

T = |$52| = |(az X 5:2)" 577 (19)
$., (az X sp3)"  s73]
(349,10 0

]q = 0 §’r2$1,2 0 (20)
| 0 0 $,5%.5]

Donde $;4, %55, %53 son los Screws reciprocos (Wrench) de
cada cadena cinematica y $;,%:,,$13 , son los Screws
(Twist) asociados a la junta activa correspondiente a cada
cadena cinematica.

Una matriz Jacobina global que relaciona tanto las
velocidades articulares como las de la plataforma movil se
puede obtener a partir de (10), asumiendo que:

V. CONFIGURACIONES SINGULARES

Las configuraciones singulares son aquellas
configuraciones en las cuales el robot pierde o gana uno o mas
grados de libertad instantdneamente, perdiendo su capacidad
de movilidad y trabajo para el cual se disend [1]. Ademas,
como comenta Yang [2], existe una compleja configuracion
singular, la cual aparece dentro del espacio de trabajo,
separandolo en pequeiias regiones y reduciéndolo aiin mas.

Teniendo en cuenta las propiedades de las matrices
Jacobianas, las configuraciones singulares se pueden clasificar
en tres tipos: singularidad inversa, singularidad directa y
singularidad combinada [5].

A. Singularidades de Cinematica Inversa

En este tipo de singularidades el manipulador pierde uno o
mas grados de libertad, cinematicamente significa que aunque
se aplique cierto par a los actuadores la plataforma movil
permanecera estacionaria. Este tipo de singularidades ocurren
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cuando el determinante de la matriz J; es singular.
Geométricamente, esto significa que una o mas piernas estaran
completamente extendidas o completamente dobladas.

B. Singularidades de Cinemadtica Directa

En este tipo de singularidades el manipulador gana uno o
mas grados de libertad, cinematicamente significa que aunque
los actuadores estén bloqueados, la plataforma puede realizar
movimientos infinitesimales de rotacion o traslacion. Este tipo
de singularidades ocurren cuando el determinante de la matriz
J; es cero y se presentan dentro del espacio de trabajo, por lo
tanto son las singularidades mas importantes de analizar.

C. Singularidades Combinadas

Este tipo de singularidades ocurre cuando tanto el
determinante de la matriz J; como el de la matriz J, son cero.
Este tipo de singularidades se presentan solo cuando el robot
posee algunas arquitecturas particulares tal como se analiza en
[5].

VI. INDICE DE CONDICION DE LA MATRIZ JACOBIANA

A. Niimero e Indice de Condicién de la Matriz Jacobiana

El numero de condicion de una matriz, expresa la
sensibilidad de la solucion de un sistema matricial a los
errores en los datos conocidos y/o de la matriz misma. Sea J la
matriz Jacobiana, el nimero de condiciéon (k) de esta matriz
viene definido por:

k) = 1 (22)

El nimero de condicién varia entre 1 y el infinito, y ya que
un valor infinito es un valor relativo, no permite analizar de
manera adecuada el desempefio del manipulador. Una
solucién a este problema consiste en considerar el inverso del
nimero de condicién conocido como Indice de Condicion
(CI), es decir:

Cl = — (23)

140))

El valor del CI podra entonces tomar valores entre 0 y 1,
cuando el CI se aproxime a 1, se puede decir que la matriz J
estara bien condicionada, lo que implicara que el manipulador
se encontrara lejos de singularidades, si por el contrario, el C/
tiende a 0, se estara cerca de una configuracion singular.

B. Indice de Condicién Global (GCI)

El GCI es un valor que permite evaluar el desempefio del
manipulador de forma global sobre todo el espacio de trabajo.
Si el GCI se acerca a cero, se dice que el espacio de trabajo del
manipulador esta mal condicionado. Si el GCI se acerca a 1 se
dice que dicho espacio estd bien condicionado. El GCI, se
puede calcular como:

GCI = (24)

x(¢cn
n
Donde 7 es el nimero de nodos de una malla del espacio de

trabajo discretizado; y el numerador es la suma del indice de

Condiciéon (CI) de los distintos nodos que componen dicha

malla.

C. Homogenizacion de la Matriz Jacobiana

Para que el indice de Condicion se pueda evaluar de manera
adecuada, las matrices Jacobianas deben de ser consistentes en
términos de unidades. En el caso del manipulador 3RRR el
numero de condiciéon solo es consistente en el caso de la
matriz J;, ya que sus elementos tienen dimensiones
homogéneas. Sin embargo, la matriz J;, no es homogénea. Para
corregir esto, se divide cada término de la segunda columna de
J por una longitud caracteristica.

Segun Lou [6], se puede considerar la longitud
caracteristica como el valor promedio del radio de la
plataforma movil, por lo tanto la matriz ya homogenizada
sera:

(a1 X sr1)" sp/L
Jx =|(az X 5:2)" s72/L (25)
(az X sp3)" sp3/L

VII. DIMENSIONES OPTIMAS DEL ROBOT

Para seleccionar las dimensiones del robot se considerd que
se deseaba cubrir un area de 30 cm x 30 cm. Luego, se
desarroll6 un programa en MATLAB®, y se analizo el espacio
de trabajo para 1000 diferentes dimensiones del robot.
Ademas, para optimizar el desempefio del manipulador, se
evaluo el Indice de Condicion local (CI) y el Indice de
Condicion Global (GCI). Algunos de los resultados se
muestran en las Fig. 5-7.

Hay que hacer notar que las dimensiones del area a cubrir
solo se tomaron como referencia para el andlisis, pero tal
como se plantea posteriormente, los resultados se pueden
generalizar a cualquier area que se desee cubrir.

Indice de Condicion Global, GCI=0.1155

w0 '
.
o8 ' o
)
Nor o8
2 i o
™ o 0

GCI=0.2008 {Dentro del &rea de interés)

0 @

Figura 5. Indice de Condicion Global. Dimensiones: eslabones a=40 cm, b=30
cm, plataforma movil h=40cm, separacion de los actuadores H=70 cm.

indice de Condicién Global, GCI=0.1885 GCI=0.5816 (Dentro del area de interés)

0

o8

«

20

Figura 6. Indice de Condicion Global. Dimensiones: eslabones a=60 cm, b=60
cm, plataforma movil h=10 cm, separacion de los actuadores H=100 cm.
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indice de Condicién Global, GCl=0.4214

'
© o8
o8 '
%
Moy 38

108

A -{' . =
] "

GCI=0.7448 (Dentro del area de interas)

80
20 60 40 20 0 0 40 0 80

Figura 7. Indice de Condicién Global. Dimensiones: eslabones a=60 cm, b=60
cm, plataforma mévil h=10cm, separacion de los actuadores H=100 cm.

VIII.

Cuando el robot posee multiples soluciones para la
cinemaética inversa, es posible utilizar el indice de Condicion
de la matriz Jacobiana para elegir el modo de trabajo mas
adecuado. Con el fin de verificar el mejor modo de trabajo y
con las dimensiones elegidas, se realizd una simulacion en
MATLAB® para los ocho modos de trabajo del Robot
paralelo planar 3RRR,. Los resultados se muestran en la Fig.
8.

SELECCION DEL MODO DE TRABAJO

5.4 4 &
Q )

Figura 8. Posturas o Modos de Trabajo del Robot Paralelo Planar 3RRR.

c‘*r 4

rl

Segun el analisis realizado y de acuerdo a la Fig. 8, los
modos de trabajo adecuados para el robot paralelo planar
3RRR, corresponden al primero y ultimo, en los otros modos
de trabajo aparecen singularidades dentro del espacio de
trabajo.

IX. RESULTADOS OBTENIDOS: LEY DE SEMEJANZAS

A partir del analisis y las pruebas realizadas se puede
establecer que existen muchas dimensiones del robot que
resultaran en singularidades dentro del espacio de trabajo.
Pero, a partir de las pruebas se puede observar que para
obtener las dimensiones Optimas, libre de configuraciones
singulares, para determinado robot y tomando de base la
distancia entre los actuadores (H) se debera de cumplir una ley
de semejanzas en la cual:

=  Dimension del lado de la plataforma movil:

O (26)
~ 10

=  Dimensidn de los eslabones:

(27)

Lo anterior significa que a partir de la dimension de la
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separacion de los actuadores (H), la dimension de la
plataforma movil (h) debera ser el 10% de H. Las dimensiones
de los eslabones deberan ser iguales (a=b) y con un valor del
40% de H. Para probar la ley de semejanzas se realizaron
pruebas adicionales tomando en cuenta las condiciones
planteadas por (26) y (27). Si consideramos una de las pruebas
realizadas en la cual la separacion de los actuadores fue de 200
cm, tenemos que:

e h H= 1—10(200) = 20cm

I
Sy
I

e a 2H = 5(200) = 80cm

La grafica del Indice de Condicidon

dimensiones se muestra en la Fig. 9.

para estas

Indice de Condicién Global. GCI=0.4215

& '
@ s
o8
- [
Moy o»
o8
= 1086 gr
0 fos .
i S fos 10
03
)
02
o1

® 0 B ®© ® ®

GCI=0.7953 {Dentro del area de interés)

80 0 40

Figura 9. Indice de Condicion Global. Dimensiones: eslabones a=80 cm, b=80
cm, plataforma moévil h=20 cm, separacion de los actuadores H=200 cm.

X. CONCLUSIONES

Se realizd un andlisis exhaustivo de las configuraciones
singulares del Robot Paralelo Planar 3RRR, y se analiz6 el
comportamiento global del robot evaluando el Indice de
Condicion Global (GCI). El GCI se obtiene discretizando el
espacio de trabajo en una malla de » nodos, evaluando el
indice de Condicion para cada nodo, luego sumando estos
indices y dividiendo este resultado entre el niimero de nodos.

Los resultados demuestran que el indice de Condicién de la
matriz Jacobiana resulta ser una herramienta efectiva para
determinar las regiones singulares dentro del espacio de
trabajo del robot. También, se determind que el Indice de
Condicion es una herramienta importante para determinar el
mejor modo de trabajo en robots que poseen multiples
soluciones para la cinematica inversa. Finalmente, se encontrd
una nueva la ley de semejanzas que permite seleccionar las
dimensiones Optimas de cualquier robot paralelo planar 3RRR
en funcion del area en la cual se desee que el robot opere.
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